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க 


என 


இரு 
அணிந்துரை 
திரு . இரா . நெடுஞ்செழியன் 

( தமிழகக் கல்வி அமைச்சர் 
தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் அதின் மூன் 
றாண்டுகள் ஆகிவிட்டன . குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் 
பி.ஏ. வகுப்பு மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் 
தமிழிலேயே கற்றுவந்தனர் . 1968 ஆம் ஆண்டின் தொடக் 
கத்தில் புகுமுக வகுப்பிலும் ( P.U.C. ) , 1969 ஆம் 

ஆண்டி 
லிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும் அறிவியல் பாடங்களையும் 
தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம் . தமிழிலேயே 
கற்பிப்போம் 

முன் வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் 
ஊக்கம் , பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் இதற் 
கெனத் தந்த உழைப்பு , தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 
எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் 
காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் 
நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது . இவ் 
வகையில் , கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை , அறிவியல் பாடங்களை 
மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான 

சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ஆண்டு 
தோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்ல 
வேண்டும் . 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 
நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர் . 

வரலாறு , அரசியல் , உளவியல் , பொருளாதாரம் , தத்துவம் , 
புவியியல் , புவியமைப்பியல் , மனையியல் , கணிதம் , இயற்பியல் , 
வேதியியல் , உயிரியல் , வானியல் , புள்ளியியல் , விலங்கியல் , 
தாவரவியல் , பொறியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி 

மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் 
தமிழ்நாட்டுப் பாட நூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது . 

இவற்றுள் ஒன்றான பொறியியற் கணக்கு ( பகுதி ) என்ற 
இந் நூல் தமிழ் நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 
வெளியீடாகும் . கல்லூரித் தமிழ்க்குழுவின் சார்பில் வெளியான 
35 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 597 நூல்கள் வெளிவந் 
துள்ளன . 

இந் நூல் மைய அரசு கல்வி , சமூக நல அமைச்ச 
கத்தின் மாநில மொழியில் பல்கலைக் கழக நூல்கள் வெளியிடும் 
திட்டத்தின் கீழ் வெளியிடப்படுகிறது . 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை ; ஆகலின் , உழைத்து 
வெற்றி காண்போம் . தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் . அதுவே 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும் . தமிழ்நாட்டுப் பல்ககக் 
கழகங்களின் 

பல்வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரியதாகுக . 

இரா , நெடுஞ்செழியன் 
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உலக 


1. தொகை நுண்கணிதம் 


F 


( Integral Calculus ) 


$ 1 . வரையறாத தொகை 

வகை நுண் கணிதத்தை (( Differential calculus ) முதலில் 
கற்றபின் இப்போது தொகை துண் கணிதத்தை ( Integral calculus ) 
கற்க முன் வந்துள்ளோம் . ஆனால் , உண்மையிலேயே தொகை 
நுண்கணிதம் , வகை நுண்கணிதத்திற்கு முன் கண்டு பிடிக்கப் 
பட்டு , கிரேக்க கணித மேதைகளால் , வட்டத்தின் பரப்பு , உருளை 
( cylinder ) , கூருருளை ( cone ) , கோளம் ( sphere ) ஆகியவற்றின் 
கொள்ளளவு ( volume ) முதலியவற்றை கணக்கீடு செய்வதற்குப் 
- பயன்படுத்தப்பட்டது . 17 - வது நூற்றாண்டு முதல்தான் நுண் 
கணிதம் ( calculus ) விரிவாக ஆராயப்பட்டு வருகிறது . ஆனால் 
முதன் முதலில் வகை நுண்கணிதத்திற்கும் தொகை நுண்கணிதத் 
திற்கும் உள்ள மிக முக்கியமான தொடர்பை நிலை நிறுத்திய 
பெருமை ஆங்கிலேயரான சர் ஐசக் நியூட்டன் ( Sir Isaac Newton ) 
என்ற கணித மேதையைச் சாரும் . ஜெர்மானிய மேதை லீனி 
( Leibnitz ) என்பவரும் தனியாகக் கண்டுபிடித்தார் என்றும் 

d 
அறிகிறோம் . தற்போது வழங்கிவரும் - மற்றும் | ஆகிய குறி 
யீடுகளை ( notations ) லீனி பயன்படுத்தினார் 

என்றும் தெரிய 
வருகிறது . 


கிடைக்கிறது 


காவா 


]] = ( x ) என்ற சார்பைட ஐக் குறித்து வகையீடு (differexl 

dy 
tiation ) செய்து > 

f ( x ) என்ற 

சார்பு 
dx 
என்றால் , பழைய சார்பு P ( x ) ஐ , f ( x ) என்ற சார்பின் வரையாத 
தொகை ( indefinite integral ) அல்லது மூலச் சார்பு { primitive ) 

இதை f ( 

( x 


- 


பொறியியற் கணக்கு 


செய்து காட்டுகிறோம் . இம் மாதிரி - ( x ) போன்ற மூலச் சார்பு 
களைக் கண்டுபிடிக்கும் முறைக்குத் தொகையிடல் செய்தல் அல்லது 
தொகை காணல் ( process of integration ) 

என்று 

பெயர் . 
[ 1 (x ) dx என்பதில் வரும் f ( x) என்ற சார்பை தொகைச் சார்பு 
( integral ) என்று கூறுவர் . 


குறிப்பு 1 : 
தவறாகும் . 


[ f(x) dx என்பதை [ f ( x ) என்று எழுதுவது 


ஏனென்றால் , 


dy 
dx 


என்ற 


சமன்பாட்டிலிருந்து 


dy 


- 


f ( x ) ( x ) கிடைக்கிறது . 


இரு பக்கங்களிலும் ( குறியிட் 
[ ty - [ f ( x ) de ஆகும் . 


டால் , 


ஆனால் , 


dy 


எனவே , 


- 


= [ f ( x ) ds 
P ( x ) , ஆகவே , P ( x ) = [ 1 ( x ) dx 


ஆனால் , y = 


குறிப்பு 2. | f(x) ds 

f ( x dx = 


( x ) ஆனால் 


dd 


as P (x ) = f ( x ) 


C யாதாமொரு மாறலி ( arbitrary constant ) என்றால் , 


4 


{ p ( x ) + ( } 


P ( x ) = 


de 
dx 


dx 


. dx 


f ( x ) + 0 = f ( x ) . 


எனவே | f ( x ) dx = P(x) = c என்றும் ஆகிறது . 
( அ - து ) ( f (x ) dx என்பதன் வரையறாத பொதுத் தொகை 


(general indefinite integral ) ( x ) + ( ஆகும் . 


= ?( + 


தொகை நுண் கணிதம் 


எனவே வரையறாத தொகை காணும் போது மூலச் சார்புடன் 
C போன்ற ஏதாவது ஒரு மாறிலியைக் கூட்ட ( அல்லது கழிக்க ) 
வேண்டும் . 


92. வரையறாத தொகை காணும் முறைகளை விவரமாகக் 
கற்றுக் கொள்வோம் . வரையருத தொகையின் வரைவிலக்கணத்தி 
லிருந்து , வகையிடல் சூத்திரங்களை ( Differentiation formulae ) 
நன்கு அறிந்து தெளிந்தால்தான் , பல சார்புகளின் தொகையிடல் 
செய்வது எளிது என அறியலாம் . கீழ்வரும் தொகையிடல் 
சூத்திரங்கள் ( Integration formulae ) , வகையிடல் சூத்திரங்களின் 
வழியாக கிடைத்துள்ளன . 

அவைகளை 

மனப்பாடம் செய்து 
கொள்வதால் மிக்க பயன் அடையலாம் . அவற்றின் நிறுவல்கள் 
( Proofs ) விளக்கப்படவில்லை . ஆனால் மேற்படி சூத்திரங்களின் 
வலப்பக்கத்துச் சார்புகளை வகையிடல் செய்து , இடப்பக்கத்து 
தொகைச் சார்பு கிடைக்கிறதா என்று கணக்கீடு செய்து அறிந்து 
கொள்ளலாம் . 


$ 3 . தொகையிடல் சூத்திரங்கள் ( Integration Formulae ) 


+1 


பா 


+ c , ( n + --- 1 ) 
11 +1 


1. ( en frndx 

( ஆ ) | (ax + by dx 


ப 


1 ( ax + b ) +1 

+ c , 
11 + 1 

( n = - 1 ) 


log x + C 


2. ( அ ) | + dx = Tx - de 

( ஆ ) | + , ax = f ( ax + b)- ds 


1 


log ( ax + b ) + c 


eax + b + c 


3. ( அ ) ( e =dx = e + 

( ஆ ) ] ear + bvdx = 4 
4. ( அ ) ( sin x dx = 

( ஆ ) ( sin ( ax + b) dx 


COS X + c 


cos ( ax + b ) + c = 


a 


பொறியியற் கணக்கு 


cos x dx = sin x +0 


5. ( o ) cosa 

(m ) ſ 


1 


cos ( ax - | - b ) dx 


sin ( ax + b ) + c 


a 


6. ( 94 ) 


S 


tan x dx 


log secx + c 


1 


( ஆ ) 


tan ( ax : + b ) dx 


log sec ( ax + b ) + 


log sin x tc 


7. ( 21) Scotx dx 

( ) S cot (ax + b) dx 


1 


log sin ( ax + b ) + c 


8. ( 31) 


) 


Sse 


sec x dx 


log ( secx + tan x ) + c 


sec ( ax + b ) dx 


log [ secº (ax + b ). 


tan ( ax + b ) t -.c. 


9. ( 9 ) 


cosec x di 


log ( cosec cot x ) + c 


. 


) S 

Sc 
( H ) 


cosec ( ax + b ) dx 


log ( cosec ( ax + b ) 


cot ( ax + b ) ] foc 


10. (el) 


sec ? x dx = tan x + c 


1 


( 2 ) secº ( ax + b) dx 


을 


tan ( ax + b ) te 


e 


11. ( 91) 


cosecx dx 


cot x tc 


1 


( 2 ) S 


cosec ? ( ax + b ) dx = 


wit 


cot ( ax + b ) + c 


a 


தொகை நுண்கணிதம் 


12. ( 34 ) 


Sec x tan x dx 


sec x + c 


Ss 
( * ) ſ sec ( ax + b ) tan ( ax + b ) dx 


sec ( ax + 5 ) + c 


a 


13. ( 91 ) 


s 


cosecx cot x dx 


cosec * tc 


(c ) s 


cosec ( axit b ) cot ( ax + b) dx 


cosec ( ax + b) to 


a 


1. 


14. ( 91) 


sin h x dx 


cosh x tc 


( * ) : 


so 


cosh x dx 


sinh x - c 


sech x dx 


tan hx + c 


cosec 12x dx 


cot hx LC 


( 
2 
) 


( ) S 

si 
( ME ) is 


( 


sec hix tan hx dx 


sec hx tc 


cosec 11x cot hx dx 


cosec hxtc 


1 


atx 


105 


tocca < * ) 


X2 


dx 


16 . 


15. S 

Ben 108 (57 ) +0( x > 0} 
17. Si ( ) + c 

Svadba - sin * ( * ) + 


tan 


பொறியியற் கணக்கு 


dx 


19 . 


si 


log ( x + x - a " ) 


tc 


cos - 


( -) + 


dx 


20 . 


log ( x + x2 + a ” ) 


** + a2 


+ c = sin h - 1 


to 


21 . 


( 


+ c 


( 6 
Stewart - seo-1 ) + 
22. sva – xº dx 

+ ** ) + 
S vx" – a* dx = 


Vaa 


x2 


+ C 


23 . 


a 2 


a 


log ( x + x - a ) + c 


V x - a 


11 


a2 

cos h - 1 
2 


mm 


+ C 


2 


24. Sv ** + a* dx = Vita " 


a 2 


+ 


log ( x + 7 x + a ) te 


2 


Q 


VX + 


sin h - 1 


( 1 ) + 


25. ( e ) s [f (x).j”f ! (x) dx 


[ f ( x ) ]" +1 + c 


( ஆ ) 


f ( x ) 


dx = log f ( x ) + c 


@ S11 


dx 


2 V f (x ) + c 


f ( x ) 


7 


தொகை நுண்கணிதம் 


84. c , k , 1 என்பவைகள் மாறிலிகள் ஆனால் , கீழ்க்கண்ட 
தேற்றங்கள் வெளிப்படை 


| 


( 1 ) [ <f(x) < x = c jif( x) da 
( 2 ) f [ k ./ ( x ) + ! [ { x } } de = 


k 


[ 1 (x) dx + 11 ° (x )dx 


முதலில் எளிய சார்புகளை தொகையிடல் முறையை கீழ்வரும் 
மாதிரிக் கணக்குகளால் அறிந்துகொள்வோம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


axs + bx +c + e dx 


2 


dx 


- f( x + + + + + ) 
= ajx de + b f « x + c [ ¢ + e x- ax 


- 


x2 


e 


- 


a 


+ bx + c log x -- 


-- K. 


( K ஒரு மாறிலி) . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


dx 


[ in ( + -க ) 
== [ - cos ( 2 - 5 :) ) 

( ) 


1 
5 


COS 


5x 


- 


-- 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


| 


dx 
1 - + sin.x 


1 
1 


sin x 
sin n 


1 - sini 


sin x 


Cos2 3 


8 


பொறியியற் கணக்கு 


seca 


dx - s 


sec x tan x dx 


tan X 


secxtc 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


cos 4x . cos 5x dx 


r 
S 


1 


( cos 9 x + cos x ) dx 


9 


1 


1 


sin 9x + 


sin x tc 


18 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 


COS * x dx 


dx 


S 
- S [ ] a +10480 ] . 
-SA [ +8 on x + xJax 

3 [1 - 
sos 

:) 


1 + 2 cos 2x + 


1 

( 1 + cos 4x ) 
2 


dx 


1 


1 


cos 2x to 


cos 4x 


2 


8 


3x 

+ 


1 


sin 2x + 


1 

sin 4x + c 
32 


8 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 


1 


1 


s 


COS X 

dx 
COS X 


1 


ſ tapº ( ) dx 
- ! [* ( ) - 1 

( ) - 


dx 


2 tan 


- x + c . 


g 


தொகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சி 1 . 


கீழ்வரும் சார்புகளை x- ஐக் குறித்து தொகையிடல் செய்க : 


விடை 


9 


1. 9x15 


x ^ 8 + C 
16 


2 . 


11 
20 


+ c 


* 


is 


19 


8 
. 


57 
14 


+ c 


3. 3 


* 


ux - 3 + bx- 2 + cx - 1 + px + qx2 


x2 


- 


8 


- 


4 


3-4 


3 


. 


* 


( 


2 


+ y log x + qx + c 


2 


2x + 5 


5.4 x 


-- 
10x tc 


. 


5 . 


x VR 


. 


3 


6 . 


6 . 


( - :-) 


> 


5 
9 


+ 


. 
. 


. 


+ c 


- 


7. cot2 x 


( x + cot x ) + 


8. ( 2 tan x - 3 cot x ) 2 


8 . 


4 tan x - 9 cotx - 25x + c 


9. sec x cosec2 x 


tan .x _cot x 


- 10. Siln2 x cose x 


10 . 


1 

sin 4x 
32 


8 . 


1 


1 


11 . 


11 . 


cosec X 


cot x + c 


1 + cos x 


1 


12 . 


12. 2 sin 


2 cos 


--- C 


2 


1 + sin x 


118 . 


sinx 
1 + cos x 


13.x - sin x + c 


10 


பொறியியற் கணக்கு 


V1 -- sin 23 


14. sin x 


COS X - C 


15. sin { 5x | 


7 ) 


15 . 


1 

--cos ( 5x -- 7 ) + ( 
5 


16 . 


cosec2 ( 4 


9. ) 


16 . 


1 

cot ( 4-9x ) + c 
9 


17 . 


tan : { 4 -- 5x ) 


17 . 


1 

tan ( 4-5x ) -x + c 
5 


18 . 


sinav 
( 1 + COS X ) 


18 , 


2 tan 


1 


1 


19. sin n sin 2x sin 3.x 


19 . 


cos 2x + 


cos 6x 


24 cos 


1 


cos 4x -- ( 


20 . 


cos 3x sin2x 


20 . 


1 

sin 3x 
6 


1 
20 


sin 5.x 


1 

sin x -- 
41 


c 


85. ஏற்கெனவே , வகையிடல் சூத்திரங்களைப் பயன்படுத்தி 
கிட்டத்தட்ட எல்லாவிதமான சார்புகளின் வகைக்கெழுக்களைக் 
( differential co - efficient ) காணலாம் 

காணலாம் என்று அறிந்திருக்கிறோம் . 
ஆனால் எல்லாவிதமான சார்புகளை யும் தொகையிடல் செய்ய 
இயலாது என்பதை நாம் தெளிவாக அறிந்து கொள்ள வேண்டும் . 
நாம் இதுவரை கற்றுணர்ந்த தொகையிடல் சூத்திரங்களைப் பயன் 
படுத்தி 


sin x 


sinsx , 


, 


x vaxt + bxº + cx te 


X 


காண 


போன்ற எளிமைத் தோற்றங் கொண்ட சார்புகளின் தொகைகளைக் 

இயலாது . இதனால் நாம் தளர்ச்சி அடைய வேண்டிய 
தில்லை . நிறைய சார்புகளை பிரதியீட்டு முறையிலோ ( method of 
Substitution ) அல்லது பகுதி முறையிலோ ( Integration by parts ) 
அல்லது அடுத்தடுத்து ஒடுக்கும் முறையிலோ ( successive reduc 
tion ) தொகையிடல் செய்யலாம் . 


தொகை நுண்கணிதம் 


11 


86. பிரதியீட்டு முறையால் தொகை காணல் ( Integration by the 

method of substitution ) 

சூத்திரங்களை நேராகப் பயன்படுத்தி சில சார்புகளின் தொகை 
களை 

முந்தைய பகுதியில் கண்டோம் . சூத்திர உருவத்தில் 
இல்லாத சார்புகளைச் சூத்திர உருவத்தில் கொண்டுவர பிரதியீட்டு 
முறை ( method of substitution ) பயன்படுகிறது . இந்த முறையில் 
கொடுத்த மாறி X- என்றால் ( variable.x ) அதை 1 - என்ற மற்றொரு 
மாறி உள்ள சார்புக்கு மாற்றி அமைக்கிறோம் . கொடுத்துள்ள 
தொகைச் சார்பைப் பொறுத்து , இயற்கணிதப் பிரதியீடு ( algebraic 
substitution ) அல்லது கோண விகிதப் பிரதியீடு ( trigonometric 
substitution ) செய்யவேண்டும் . பின்பு t- என்ற மாறியுடன் கூடிய 
சார்பு கிடைக்கும் . இதைத் தொகையிடல் செய்தால் 1 - என்ற 
மாறியுள்ள சார்புதான் வரும் . இதைப் புரட்டுதல் பிரதியீடு 
( reverse substitution ) மூலம் பழைய மாறி r- க்கு மாற்றிக் 
கொள்ளலாம் . 

கொடுத்துள்ள சார்புகள் .X- ஐத்தான் மாறியாக உள்ளதாக 
இருக்கவேண்டும் 

என்றே அவசியமில்லை . 8 , y , - ஆகவும் 
இருக்கலாம் . அதே மாதிரி பிரதியிடும் மாறி 1 - ஆகவே தேர்ந் 
தெடுக்க வேண்டிய நிர்ப்பந்தம் இல்லை . 1 ! அல்லது y அல்லது . 
2 ஆக இருக்கலாம் . 

1 


t = x " என்று பிரதியிட்டால் , 
dt 

= 1 xn - 1 அல்லது dt = n x - 1 dx ஆகும் . 
dx 


dt 


[ f(x )x ~ de = [ f ( ) . + 

1 1/2 S sa 

[ f ( t ) dt ஆகும் . 
பொதுவாக | f ( 1 ) dt 


பயன் 


என் பதை சூத்திரங்களைப் 
படுத்தித் தொகை காணலாம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


sin vx 


dx 


Vx 


dx 


t = Vx என்று பிரதியிட்டால் , dt == 


2N 


12 


பொறியியற் கணக்கு 


எனவே 


sin x 

ฟ : 


dx 


= 2 sin i dt 


2 cost 


2 cos x + c 


குறிப்பு : மூலச் சார்பு கண்ட பிறகு விடை எழுதும்போது 
என்ற மாறிலியைச் சேர்த்தால் போதுமானது . 


* 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


x² dx 


s 


- 


✓a 


B 


8 


2 


- 


dt ) 


3x2 dx 


x3 என்றால் ,, 
x2 dx 


1 


= 


--- 


Vas 


| * 


x3 


3 


2 


2 


- 


லல 


✓ 


x + 


-- 


- 


3 


18. | [ f ( x ) ] . f ( x)axe போன்றவை 


t 


- 


f ( x ) எனப் பிரதியிட்டால் , dt = f ( x ) dx எனவே 

dx ( ) 
வலப்பக்க தொகைகான 
சூத்திரங்களைப் பயன்படுத்தவேண்டும் 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


x dx 


( 1 + 2 ) 

-x2) 
t = 1 + x2 என்றால் , dt 

, = 2x d . 


- 


1 


dt 


1 


t 


dt 


x dx 
( 1 + x2) 


- + { - :) 
-- + ( 1 + x )-3 + c 


தொகை நுண்கணிதம் 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


| ( 1 - tan x)* sec * x de 


1 


- 


tan n என்றால் , dt 


secr ! dt 


-- 


- 


tan x ) sec2 mid/ x 


( 


1 


--- 
--- 


( 1 


tan x ) ^ -- C 


6 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


dx 
x 2 ( sin - 1 x ) " 


11 


-- 


- 
- 


Sin -11 என்றால் , dt 


1 


f 


-- 


- ( sin - 1 


. 


* 


1 


1 


11 ) 


1 


- 


1 


1 


1 


( sin - 1 xn - 1 + 


$ 81 [ 1 (x ) 


die., மற்றும் ( 1 ) 


dx 


போன்றவை 8 8 ன் துணைவகைகளாகும் ( special cases ) .. 


( x ) dx 


f x 


log1(x) மற்றும் || ( x)de 


2 j ( x ) 


( x ) 

VJ ( x ) 
என்ற சூத்திரங்களை மனத்தில் கொள்க . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


1 


x dx 
1 + x 


- 


S 


1 + 


1 


2 - log ( 1 + x ) + c 


14 


பொறியியற் கணக்கு 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


| 


1 - sin 2x 

dx 
X -- Sinax 


log ( x + sin x ) te 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


x3 dx 


1 


4.x3 dx 


î 


S 


4 


1+ 


1 


-- 


2 1 + : * 


4 


1 


- 4T 


1 + x * + 


பயிற்சி 2 . 


கீழ்வரும் சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க : 


1 . 


1 

sin - 1x2 C 


x * 


- 


1 


2 . 


* 2 


1 


X - x2 


+ c 


1 
3 


tan - 11 

18 


H 


x2a + x 


*-(a + x + y ++ 


C 


77 


5 . 


1 
(log x ) 


5 . 


- 


1 . 

( log x ) " - 1 + c 


1 


es 
( aer + bா 


6 . 


1 
a { n - 1 )( aer + b )n- 1 + c 


n 


( 1 + 3 ) 


7 


( 1 + x ) +++ c 


x 


17 - 1 


8 . 


1 
2 + e - e 


8. -- + + 


15 


தொகை நுண்கணிதம் 


sec ? x ( a - tan x ) " 


9 . 


( artan x ) ) + to 


11- + 1 


10 . 


1 + COS X 
( x + sin x ) " 
secº ( log x ) 


1 
( 11--1 ) ( x + sin x) n - 1 


tan ( log x ) + c 


sina x 
е 


sinx 

+ c 


12 . 


sin 2x 


e 


COS X 


1 


13 . 


13 . 


log ( a + b sin x ) + c 


a + b sin x 


b 


sin x + cos x 
sin x 

COS X 


log ( sin x - cos x ) + c 


. 


15 . 


1 
1 te 


15 . 


log ( 1 + e* ) tc 


1 


16 . 


16 . 


log ( 1 + e- ) + c 


1 t ex 


17 . 


sin x COS X 
a2.cos x + 62 sina x 


17 . 


1 

log ( a ? cosax 
2 (ba a 

+ b2 sin r 


18 . 


1 . 
sin x coss x 


18 . 


log tan x + tanº * 


1 


tan * * * 


1.9 . 


Sec X 

( n > 0 ) 
( secx + tan x) " 


19 . 


1 
77 ( sec x ttan x )" 


tc 


M 


20 . 


sec ? x 
( secx + tan x ) 


( 12 > 1 ) 20 . 


{ ( n - 1 )tº - 1-1 } 

1 ) + 2 
( @ricost = sec x + tan x ) 


1 


21 . 


21 . 


2 Vsin - 1 x + c 


rii - ** ) sin-- x 


2 


22 . 


22 


** + 3x +7 to 


VX + 3x + 7 


2 


2 


23 . 


1 
Vax + b 


29 . 


√ ax + b + c 


16 


பொறியியற் கணக்கு 


--- 


1 


24 . 


24 . 


2 log ( ex- + 1 ) = x + 


ex + 1 


25 . 


25 . 


log ( log sec x ) + c 


tan x 
log sec x 

Vtan x 
sin x cos x 


26 . 


2 v tan x + c 


26 . 


cot x 


2 


27 . 


27 


--- C 


( sin x 


sin x 


sec* x 


28. - (5 + tan" x) V tan x} + c " 


லம 


28 . 


V tan x 


: 


dx 
. 

போன்றவை 
ax2 + bx + c 
a > 0 ஆனால் , ax2 + bx + c = a [ ( x + { ) 2 + Be ] 
என்ற உருவத்தில் மாற்றி எழுத முடியும் . 
dx 

dx 
ax + bx + c 

( x = c ) = 8 
இதைத் தொகையிட 3 - ல் சூத்திரம் ( 16 ) அல்லது ( 17) ஐப் 
பயன்படுத்த வேண்டும் . 


12 Sex dx 


2 


1 


1 


: 


tan 


a 


8 


1 

1 
அல்லது 

2B 
( x = ou ) - B 
( x + d ) + B 


log 


என்று தொகை மதிப்பு கிடைக்கும் . 


dx 


என்பதை 


( A > 0 ) 
a < 0 ஆனால் , | bx + " - Ax= ( a = - A) 

dx 
A | 

என்ற உருவத்தில் மாற்றியமைக்க 
B2 ( x = cu ) ? | 
முடியும் . . இதைத் தொகையிடல் செய்தால் (83 , சூத்திரம் 15 ) 

>> los { B = (x # 3 } 
என்ற விடை கிடைக்கும் . 


1 


குறிப்பு : மேற்படி, விடைகளை நினைவில் கொள்ள வேண்டிய 
அவசியம் இவ்லை . 


தொகை நுண்கணிதம் 


17 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


ப 


2.x " --- 3r 


5 


இங்கே 2x " --- 3.x --- 


- 


+ 


9 


144 


-- 


9 
18 


3 ) 


( 3 3 ) 
2 8. 
2 [ (x + 4 ) 
* [( + ) - ( 3 ) ) 


- 


5 


KEE 





16 


- 


----4 பியபடி , 


) 


7 


1 


log 


2 


* 


log 


2 
: 


2x... 5 


மாதிரிக் கணக்கு 


| | 


10 


இங்கே 10 --- 4x --- 3x * 


3 


19 ) 


( 


10 
8 


பொ , க .-- 2 


பொறியியற் கணக்கு 


-3[ ( x + :) - ( 34 ) ) 

* [ [ + ) - ( *++) ) 
fo - * - * - | ( 3 ) -(x + :) 


dx 


. 


1 


1 
3 


. 


134 


3 


log 


134 

+ ( x + 
3 
V3.4 

x + 
3 


( * 


3 


1 


log 
234 


134 + 2 + 3x 
+ 

+ e 
V 34-2-3x / 


$ 9-2 | 


( Ix + m ) dx: 
ax2 + bx + c 


போன்றவை . 


தொகைச் 

சார்பை இரண்டு பகுதிகளாக , கீழ்க்கண்ட 
முறையில் பிரித்தால் , தொகையிடல் எளிதாகி விடும் . 


விதி ( Rule ) : 

Ix + m = A ( ax2 + bx + c- ன் வகைக்கெழு ) + B ( அ - து ) 
Ix + n = A ( 2ax + b ) + B , என்போம் . இரு பக்கங்களிலும் , 
x . ன் 

குணகங்களையும் , மாறிலிகளையும் ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால் , 
A. B ஆகியவற்றின் மதிப்பு தெரியும் . 


f 


( lx + m ) dx 
ax2 + bx + e 


Seat Box + c 


( 2ax + b ) dx 
ax2+ bx + c 


dx 
ax2 + bx + e 


Aloerux + bx + c ) -- B 


+ B is 


dx 
ax2 + bx + c 


வலப்பக்கத்து தொகை காண 9.1 - ல் கூறப்பட்ட முறையைக் 
கையாள வேண்டும் . 


தொகை நுண்கணிதம் 


குறிப்பு " : ax : + bx + c என்பதை u ( x + cl ) ( x + B ) என 

13 -11 
காரணிகளாக எழுத முடிந்தால் , 

என்பதை 

a ( x + d ) ( x + B ) 
பகுதிப் . பின்னங்களாகப் ( partial fractions ) பிரித்து தொகை 
யிடல் செய்ய முடியும் . இதை அடுத்த பகுதியில் காண்போம் . 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

( 33 + 1 ) dx 
x -- 14x + 58 


| 


3x + 1 = A ( 2x -- 14 ) --- B என்போம் . 


X- ன் குணகத்தை ஒப்பிட்டால் , 


3 


- 


ala 


சாய 


மாறிலிகளை ஒப்பிட்டால் , 


1 


ய 


14 A + B 


20 


3. -- 1 


( 2x + 14 ) 


20 


( 3x -- 1 ) dx 
* -- 14x + 58 


( 21 +14 ) 
x " --- 14x + 58 


2 


20 | 


-- 


பாமா 


--- 14x -- 58 
3 

log ( x + 14- 58 ) 
2 

dr 
20 

( 73 


லை 


DHAN 


log ( x +141 -- 58 ) 


tari 


--- ( 17 ) + 


3 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


( 


x2 


+++t - 1 - ts 


-- 


பொறியியற் கணக்கு 


= T {1-1 + x } de 


= fa- | _2sh 


1 - X 


4 


r2 


2x = A ( 1 


2x ) + B என்போம் . 


-- 


2AL 


A 


1 


0 


-- 
பார் 


- 
--- 


1 


1 


2x ) dx 


( 1 


. 


dx 


--- 


1 - 


-- 


12 


- 


r2 


{ - | 
+ f / + * } 


= x + log ( 1 --- x 


( 9)- ( - ) 


பா 


- 


1 


15- 1 + 2x 


= x + log ( 1 + x -- x ) - 


log 


( 5 


} + G 


5 


5 --- 1 


பயிற்சி 3 . 


கீழ்வரும் சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க . 


விடை 


1 


3x 


1 . 


- 


3x2 + 13 


log 


fo 


3 + 15 


1 


tail - 1 ( 21 


4x -- 2 


1 ( 
. 

( 41 } + 
log ( * -1 ) + 


1 


3 


2 


041 


log 


4 + 5 
4. + 2 + -S 


+ c 


4. 10g 


தொகை நுண்கணிதம் 


1 
5 : ----- log 

202 


2 - 


-- 


63 


7 


2 


x -- 3 / 


1 


8 . 


+ 


log 


15 --- 2x 1 

23 - 1 


5 


1 


.r " 


1 


7 . 


1 
2 13 


tan - 1 


11 


V3N 


1 . 


*பட்ட 


4 log ( 


* 


* 1 ) + 


[ 7 - வது கணக்கு முழுவதுமாகக் கீழே செய்யப்படுகிறது ) 


* - * 

[ ** - * - ) 
| 

| 


1 


( x --- 1 ) 


( x2 --1 ) x 


[ls 
x * --- x -- 1 


( 


1 
2 


+1 | 


2 


clix 


1 


1 


1 


--- 


1 


12 


** 


என்போம் . 


இப்போது 14 = | 


* 


1 


* ) 


1 


Wh* 


- ) 
) + 


+4+. 


1 


( 


இதில் 1 + x 


எனப் பிரதியிடு 


=( -+ :) 


- 


பொறியியற் கணக்கு 


- 


I 


tan 


( - ) 


= [ r + ( 3 ) + 

( * ) 


1 


tan 


d.x 


( - + ) 


--- 


--- 


மேலும் , 1 , 


dx 


- 
-- 


1 
* -- x2 + 1 


1 


* 


= | 

( - + ) 


( x+ ) | 


1 


என்றால் , dt 


- 


இதில் t = x + 


dx 


( 1- + ) 


HIN 


. 


| 


dt 
t2 


log 


யா - 


1 
t - 1 


--- 


1 


1 
log 


1 
+1 


1 

log 
2 


H ) 


x " + X - 1 


1 , 1 , இவைகளை சமன்பாடு ( 1 ) -ல் இட்டால் , 


dx 
x + x 


* 


tan 


203 


( * ) 
4 los( E ++1 ) + 


விடை 


5 


8 . 


5x + 7 
6x * + 4x 


1 


8. 12 log ( 6x * + 4x -- 1 ) 
3 2x 2 

- + 
3V2x + V2 + V5 


8 


+ 


310 
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9 . 


2.x + 3 
x2 + 2x - 5 


... 


1 


9. log ( x + 2x + 5 ) + 


tan - 1 


( ** :-) + 


10 . 


5x + 1 
x - 2x 


35 


10. 105 (x® –23-85)+103 (x +3 ) + 


11 . 


Ex 


* - 4 

7 x2 
1 

7 
log (6x -- 7 - x ) + 

log 
2V 2 


V 2 + 2-3 


11 . 


G 


1 


blog (6 
19. x2 + 

BVB 


1 2 . 


tan- ( x + 1 ) + 6 


xs 


19 . 


19 . 


log 


75 + * 
✓ 5 


11) +c 


4 + 2x * 


x - x + 1 
1 


** 


14 . 


- * + log ( 1 --XX ) -2V3 tan 


( 2 ) + c 


28 


15 . 


x2 


2x + 2 


15 . 


2 


2x + log (-x - 2x + 2 ) -- 2 tan- * ( x - 1 ) -+ * 


18 . 


** + 2 

( BETO ) 
1 


1 

tan - x --- 
2 


17 . 


( BB 65 ) 


x² + x + 1 


1 


WW 


1 


17 . 


1 
2 


log ( x2 x fio 1 ) 


tan 


:) 


V 3 


பொறியியற் கணக்கு 


. 


3x + 2 

x + 


( B. Tech . 72 ) 


* 


3 
2 


18 . 


tan - 1 


7 
x + 1 ) -- 

V3 


( ) + 


log ( x2 


7 


19 . 


1 

( B.E. 72 ) 
2 cosh x + sinh x 


19 . 


2 
3 


tan - 1 ( 3ex ) + c 


$ 10./ பகுதிப் பின்ன முறையால் தொகையிடல் ( Integration by 

Partial Fractions ) 


ஒரு விகிதமுறு பின்னச் சார்பில் ( Rational fractions ) அதன் 
பகுதி காரணிகளாக்கப்படுமானால் , மேற்படி சார்பைப் பகுதிப் 
பின்னங்களாக ( partial fractions ) மாற்றி ஒவ்வொரு பகுதிப் 
பின்னத்தையும் தனித்தனியே தொகையிடல் செய்யலாம் . மேற்படி 
காரணிகளின் ( factors ) படித்தரம் ( degree ) 1 அல்லது 2 ஆனால் . 
தொகையிடல் எளிது . அதற்கு மேம்பட்டால் தொகையிடல் 
சிறிது கடினம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


- 


( 


x2 + x 
x * + x2 


dx 


6x 


x + x 


6x 


- 


x ( x - 2 ) ( x + 3 ) 


C 


1 


+ 


x2 + x 
x ( x 2 ) ( x 


B 

+ 
2 


என்போம் . 


3 ) 


X + 3 


( அ - து ) x2 + x - 1 = A ( x - 2 ) ( x + 3 ) + Bx ( x + 3 ) 

+ Cx ( x - 2 ) 


இதில் , x = 0 , 2 , -3 என அடுத்தடுத்து பிரதியீடு 


- 


- 1 = A ( 0 - 2 ) ( 0 + 3 ) + () + 0 


. B 


4 + 2 -- 1 = 0 + B . 2 ( 2 + 3 ) + 0 


2 


தொகை நுண்கணிதம் 


25 


1 


- 


1 


பாடி | 
நா 


0 + 0 + c { -- 3 ) ( -- 3 --- 


2 ) 


C 


-- 
- 


1 


1 


dx 


எனவே 


+ 
x + 2 


1 

dix 
6x 


dx 

+ 


| 


* 


- 


H 


-- 
வ 
- 


dx 


+ 


4 * 


1 


2 


1 


log x + 


log ( x --- 2 ) + 


1 

log ( X + 3 ) + c . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


x dx 


( 


- 


1 ) ( x +4 ) 


தொகைச் சார்பின் பகுதியில் ( denominator ) ( +4) என்ற 
காரணியை 1 - ம் படித் தரமுடைய இரு காரணிகளாகப் பிரிக்க 
முடியாது . ஆகையால் அதை அப்படியே வைத்துக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


( x -- 1 ) ( x2 + 4 ) 

4 = 4 / + B + q 


என் போம் . 


x = A ( x + 4 ) - ( Bx + C ) ( x -- 1 ) 


இதில் x = 1 என்று இரு பக்கங்களிலும் பிரதியிட்டால் , 


1 


1 == A ( 1 * - + - 4 ) + 0 


A 


- 


x- ன் குணகத்தை இரு பக்கங்களிலும் ஒப்பிட்டால் , 


1 


0 = A + B 


B. 


5 


அதேபோல் x- ன் குணகத்தை ஒப்பிட்டால் , 


C 


28 


பொறியியற் கணக்கு 


dx 


1 


f ( x - 1 * - 4 ) - + 

+ [ (- + + :) 


1 


dx 


1 
10 


H 


JJ 


J 


2x dx 
x " + 4 


4 
5 


dx 
x2 + 22 


5 


X 


- 


1 


| 
( 2 ) - 


1 


1 


2 


-log ( x2 + 4 ) + 


log ( x -- 1 ) 


-- 


tan - 1 


10 


5 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


( 23 +3 ) 
(x + 1 ( 23 + 1 ) 


- 


[ ) 

4 + x + y + 24 - 


2x + 3 
( x + 1 ) ( 2x +1 ) 


என் போம் . 


- 


து 2x + 3 = A ( x - 1 ) ( 2x + 1 ) + B ( 2x + 1 ) +2 ( x + 1 ) * 


1 
இதில் x = -1 , - என அடுத்தடுத்து பிரதியிட்டால் , 

2 


2 +3 


----- 


B 


B 


- 


1 


1 + 3 = 


( 2 ) 


- 


இரு பக்கங்களிலும் x " - ன் குணகங்களை ஒப்பிடு 


0 = 2A + C 


AA 


( 2x + 3 ) dx . 
( 1 + 1 ) * ( 2 + 1 ) 


dx 


si 


2x --- 


4 log ( x + 1 ) + 


+ 415g ( 2x + 1 ) + c 


தொகை நுண்கணிதம் 


27 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


x3 dlx | 

3x + 2 


தொகைச் சார்பின் தொகுதிப் படித்தரம் ( degree of numerator ) 
பகுதிப் படித்தரத்தைப்போல் சமமாகவோ அல்லது அதைவிட 
கூடுதலாகவோ இருந்தால் , தொகுதியை பகுதிகொண்டு வகுத்து , 
பிறகு கிடைக்கும் தகு பின்னத்தை ( proper fraction ) பகுதி 
பின்னமாக ( partial fraction ) மாற்றி , அதன் பின் தொகையிடல் 
வேண்டும் . 


இந்தக் கணக்கில் தொகுதியின் படித்தரம் பகுதியின் படித் 
தரத்தைவிட 1 படி கூடுதல் 


7x 

6 
( x -- 2 ) ( x - 


2 


X + 3 - 


3x + 2 


1 ) 


8 


1 


= Y --- 3 + 


2 


- 


1 


xs dx 
3x + 2 


f ( x + 3)dx+ 8 

-8 * - * 


-- 


dx ! 

1 


1 


- 


1 

x " + 3x + 8 log ( x 
2 


2 ) 


log ( x 


பயிற்சி 4 . 


கீழ்வரும் சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க . 


1 . 


1 
( x + a ) ( x + b ) ( x + c) 


2 . 


1 
5x -6x2 


B.E. 86 


1 


8 . 


2x + 3 
( 2x -+ : 1 ) 

( 1 


4 . 


x * --- 11x --- 14 
I. --3) ( x * 4 ) 


- 


3x ) 


5 . 


6 . 


( x + 2 ) ( x -- 1 ) 


( x --- 1 ) ( x - 2 ) 

( B. Tech . 58 ) 


2x 


8 . 


7x -- 4 
( x - 1 ) (x -- 2 ) 

( B.E 51 ) 


( B.E , " 72 ) 


பொறியியற் கணக்கு 


10 . 


. 


( x - 1 ) ( x2 + 1 ) 
( B.E. 63 Annamalai) 


2x 
( .x2 + 1 ) ( x + 3 ) 


x + 1 
* 2 ( .7 % to 1 ) 

( B.E. *61) 


x2 + x + 1 
1 ) ( x + 2 ) 

( B.E. 63 ) 


COS X 


13 . 


( 1 + sin x ) ( 2 + sin x ) 


15 , 


16 . 


2 CJS X 
( 7 + sin 9 ) ( 3 + sin x ) 

( B.Tech . " 72 ) 


* + 1 
x + 1 


17 . 


1 . 


1 
x + 1 


18 . 


( B.E. 57 , 62 ) 
1 ) 


19 . 


1 

( B.E. 48) 20 . 
* ( x + 1 ) 


1 
sin x + sin 2x 


ex 


21 . 


ex 


1 


விடைகன் 


ch 


1 
a : ( c 


log ( x +-a ) to 


( c - b ) ( a - b ) log ( x + b ) 


+ 


b ) 

log ( ix non c ) + K 


1 


2 


log 


. 


:) 


te 


1 


3 x 


alia 


log ( 2x + 1 ) 


11 
15 


log ( 1 


3x ) + c 


4. log 


4 ) ( X 
( x + 3 ) 


} } + c 


4 


5 . 


+ log ( x + 1 ) + ( 


5 


6 . 


4 105 ( 2 ) 


x 


10 


தொகை நுண்கணிதம் 


29 


7 . 


2 log 


( 7 ) - 


Y 


1 


5 


1 


8 . 


log ( x + 1 ) 


2 log x - 


log ( 1 


m* 


2 log ( x 


1 ) - log ( x4 4.1 ) 


mu 


tan - 1 + c 


* 2 + 1 


10 . 


5 log 


1 


1 


11 . 


log x 


17 


log ( 

21) tan - 1.4 


1 


1 


1 


1.2 . 


log ( x 


1 ) 


S. 


log ( x * - 2 ) 


2 


6 


tan - 1 


( te ) + 


18 . 


tap - 1 


2a ? 


Bre 
( * ) + 

) 


sin r 


14. log 


1 + sin x 


15 . 


1 
2 


log 


3 + sin 
7 sin x 


1 


1 


18 . 


*** 


tan - 1 


V 2 


V2 : 


1 


17 . 


tan - 1 


V22 


18 . 


ata log ( + VOX ) + 
À 108 ( * ) +c 
103 ( + 1-) + 


30 


பொறியியற் கணக்கு 


1 


1 


20 . 


log ( 1 


T 


COS X ) + 


8 


log ( 1 + cos X) 


2 


2 


log ( 1 + 2cos M ) - 


21 .. 


e + log ( e * 


1 ) --- 


குறிப்பு ( 20 ) -ம் கணக்கு 


1 


( 


sin x + sin 2x 


sin x * 2sin X COS X 


sin x 
sin * x ( 1 + 2 cos x } 


sin X 


--- 


- 


( 1 + cos x ) ( 1 - cos x ) ( 1 + 2 cos x ) 


] 


dx 


* 11.1 


| Tax : + bx + c 


போன்றவை . 


என்ற 


ax2 + bx + c = va v = x + A2 

உருவத்தில் 
கொண்டு வந்த பின்பு , 3 - ல் உள்ள சூத்திரங்களில் ( 18 ) , ( 19 ) 
அல்லது ( 20 ) ஐப் பயன்படுத்தி தொகைக் காணல் எளிதாகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


dx 
V3 + 2x - 5x2 


+ 


3 


3 --- 2x - 5x2 


5 


5 


) 
--- [(-- : ) - 1 ) 
* [[3) -( - :) ) 

| 
** 

V (6 ) - ( - 1 ) 


dx 


* 7 ) 


தாகை நுண்கணிதம் 


1 


- 


* 


1 . 

5 


sin - 1 


(" ) 


5 


1 


sin - 1 


( * ) + 


N5 


5 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


* dx 


1 -- x * 


- 


x dx 
V1 + x 


1 
2 


s 


d ( x2 ) 
VI? + ( x2 ) 


+ 


1 


-- 


tan - 1 (x2 ) + c 


+ 


2 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


dx 


3x * + x -- 2 


dx 


+ . 

பார் | T 


30 + 


V (x + : ) - ( 8 ) 
( ) + 


- 


1 
13 


cosh - 1 


811-2 . 


$ 


( 1x --- mi ) dr 

போன்றவை 
Vax2 + bx + 

+ c 


தாகைச் சார்பில் உள்ள தொகுதியை இரு பாகங்களாகப் 
பிரிக்கலாம் . முதல் பாகம் ax + bx --- -ன் வகைக்கெழுவைக் 
கொண்டதாகவும் ( differential coefficient ) , மற்றைய பாகம் 
மாறிலியைக் ( constant ) கொண்டதாகவும் அமைக்க வேண்டும் . 


அ - து 1x -- m = A { 2ux +-- b ) + B. 


x- ன் குணகம் , மாறிலி இவைகளை இரு பக்கங்களிலும் ஒப்பிட்டுப் 
பார்த்து A , B- களின் மதிப்பைக் காணலாம் . 


பொறியியற் கணக்கு 


( lx + mi) ds 


-- 


A 


4 ) 


( 2ax of b ) dx 
Nax2 + bx + C 

dx 
+ ax + bx + c 


--- B 


s 


A : 2v axt.+ bx + 6 + B Svava 4 bx te 


dx 


-- 


வலப்பக்கத்துத் 
வேண்டும் . 


தொகை 


$ 11.1 - ஐப் 


பயன்படுத்த. 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


- 


3 ) dx 
7x + 5 


212 


- 


23 


3 = A ( 4x 


7 ) - B என்போம் 


2 


2 


- 


4A 


A 


to 


1 


7A + B 


B 


1 


( 2x 

3 ) ds 
7x + 5 


22 


-- 


23 


( 4x - 7 ) dx 

7x + 5 

dx 
2x2 71 - 5 


1 


+ 


H 


123 


-- 2 </ 2x* - 7x + 5 

ml 

V ( x - 1 ) - ( 4 ) 


+ 


232 


7x + 5 


+ 


2+ cosh- ( 437 ) + 


- 


தொகை நுண்கணிதம் 


1 


மாதிரிக் கணக்கு 2 


- 


2x 


dx 


1 


--- 


23 


8 


பா 


2x 


SNM 
INS- 2 ts = TV - 

= IN 


NM 


2x2 


2x 
5x + 3 


- 


3 


2x = A ( 4x - 5 ) + B என்போம் . 


1 


2 


--- 


பாக 


A 


. 


- 


- 


-- 


1 


- 


5A + B 


B 


-- 


2 


IN-* 


( 4x 


- 


dx 


5 ) 
5.x - 3 


ப 


. | 
Sveri 


+ 


- 


- 


2 


. 


- 


2 V2x 


2 


73 + 5 


+++ rlv( - ) - (5 ) 


1 


- 


V 2x -- 5x + 3 + 


2 V 2 


cos - 1 ( 4x - 5 ) + e 


பயிற்சி 5 . 


தொகை காண்க : 


1 


1 . 


V 8 + 3x 


1 
3 . 

V 2ux 
பொ . க . - 3 


1 ( x -- 4 ; B + x ) 


பொறியியற் கணக்கு 


5 . 


sec2 x 
V9 + tan2 x 


COS X 

sin ? x 


w 


1 


1 


7 


5x 


✓ฟ 


6 x 
( Part time B.E. 72 ) 


x2 + 4x + 13 

( B. Tech . 69 ) 


1 


10 . 


V1 


* + 2x2 


V x + 4x + 8 

( B. E. 65 Osmania ) 


( B. E. " 72 ) 


3x + 2 
✓ 5x 

4x + 2 


6x + 5 
V 6 + x - 

2x 


. 


1 


1 


w 


19 . 


N 


- 4x 
2x + 4 


1 + x 


* t . 1 


15 . 


16 . 


72.x2 + x - 


2x - 1 
V x2 + 2x + 5 

( B. Tech . " 72 ) 


3x 


17 . 


18 . 


1 
V1 + 2x 

( B. Tech . 68 ) 


1 + x 
V 2x * + 7x + 3 

( B. Tech . 71 ) 


w 


19 . 


( B. E. 71 ) 


( 8.x * + * + 5) 


விடைகள் .. 


he 


3 


1. sin - 1 


V 41 


2 . 


3 . 


* [ - + 77 - * + ] 
(** ) 

( 2.) 


sin - 1 


4 . 


B 


2 sin - 1 


c 


B 


081606 DOT 4 600f gi 


95 


1 


5 . 


tan - 1 


3 


tc 


( tan x ) + 
( sin x ) + 


6. sin - 1 


tc 


c 


7. sia- > ( 2x 


5 ) + c 


8. sin li - 1 


(** 9) +c 

(4 -7-) + 


1 


9 . 


금 


sin h - 1 


+ c 


10. Vx2 + 4x + 3 


2 log { x + 2 + x + 4x + 3 } + c 


3 


V5x2 - 4x + 2 + 


16 
575 


5 


log 


2 
5 


+ 


Nx 


6 ++ ; } + 


+ c 


1 2 . 


8 V6 + x - 2x + 


13 
272 


sin - 1 


( 4x7 ?-) + c 


13 . 


sin- x + 11 = x + c 


14 . 


-4V x2 – 2x + 4 


1 


3 sin h - 1 


+ c 


1 


3 


15 . 


V 2x + x 


3 


cos h - 1 


412 


16 . 


2 VX + 2x + 5 


x + 1 


sin h - 2 


( 4x + 1 ) + 
( ** - ) + c 

( 4x + ? ) + 


17. Vēx * + 7x + 8 - 


42 


cos h - 1 


+ C 


4V 2 


பொறியியற் கணக்கு, 


18 . 


3V1 + 2x - 3 + 2 sin- 1 


+ 


( * ) 
* ( 1 ) + 


19 . 


1 

VSx2 + x +5 
3 


- 


sin h - 1 


6x + 1 
V59 


$ 12. ( அ ) [ vax + bx + c dx 

( ஆ ) ( px + 4 ) Vax : + bx + c dx போன்றவை 


2 


( அ ) Vax2 + bx + c என்பதை Va V ( = x + d ) 2 + 3 
என்ற உருவத்தில் மாற்றியமைத்து , சூத்திரங்கள் ( 22 முதல் 24 , 
3 ) பயன்படுத்தி தொகையிடல் செய்யலாம் . 


( ஆ ) px + q = A ( ax2 + bx + ( -ன் வகைக் கெழு ) + E 
என்று இட்டு , A , B ஆகியவற்றின் மதிப்பைக் காண்க . 


பின்பு 


[ ( px + q ] Vax + bx + c ds 

[ { A ( 2ax + b ) + B } Vax + bx + c dx 
= A ( 2ax + b ) Vax? + bx + c dx 
+ B 


Vax + bx + c dx 


வலப்பக்கத்து முதல் தொகை காண , 

t = ax2 + bx + c என்று பிரதியிடு . 


அது , 


|s 


tadt என வந்து 


2A * 


2A 

( ax2 + bx + ( ) 


3 


எனக் கொடுக்கும் . 


பாடி 


ண்டாவது தொகை காண , அதை Va v ( Ex = -- 3 
என உருவ மாற்றியமைத்து ( அ ) முறையில் தொகையிடலாம் . 


12 


22 - ( x + 1 ) 
2x --- x dx = 

( ** ) 


3 ° ( % + 2x 
தொகை நுண்கணிதம் 
மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

2x x dx 
3 – 2 x - x 
V 

2 : 
x + 1 

2 

to 1 

1 
* + 1 

+ - 1 
2.x - x + 2 sin - 1 

+ c 
2 

2 
மாதிரிக் கணக்கு 2 . 
1 ) VX + 2x 

8 dx 
x - 1 = A ( 2x + 2 ) + B 6T hör ( 360 

1 
A 

B 2 ஆகும் . 
2 

. 

1 
1 ) V.x2 + 2x 8 dx 

2 

VX + 2x - 8 dx 
1 

8 } dx 
2 

8 dx 
1 
tº dt 

3 * di 
2 

8 ) 
** 1 
2 

V ( x + 1 ) 
2 3 

2 
39 

3 
1 

1 - 8 


[ { (2x + 2 ) – 2 } 


es V ** + 2x 


! 


osh-- ** } 
-- (** » ) + c 


+ 9 cosh - 1 


போறியியற் கணக்கு 


பயிற்சி 6 . 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க . 


1. x2 + 2x - 3 


2. x --- Ex + 10 


x ) ( B. E. 52 ) 4 . 


M ++ 1 


3. 4 x ( 1 
5. (x - 1 ) V x2 

1 


6 . 


+ 6-109 


- 


7. ( Sx - 2 ) Vx + x + 1 


விடைகள் . 


1 . 


( x + 1 ) V x2 + 23 


3 


2 cos - 1 


2 


4H 


-- 


( ** ) + 
( ** ) + 


9 


2 
. 


1 
2 


--- 


( 1 ) V + 2x + 10 + 


sin li - 1 


2x 


1 


8 . 


V x 


- x + 


sin 


- 


( 2x -- 1 ) + ( 


8 


4. + (x + x + 1)} - * 


பவா 


sin h - 1 


18 


( ** ) + 


5. * (x - 2x + 3 ) + c 
6. + ( x + 6x + 109y? _ 8 (x + 3) 


+ xே4-109 


2 


150 sin ic1 ( x + 3 

10 


( 13) 


7. ( x + x + 1) 


7 
8 


( 2x + 1 ) V x + x + 1 


sin hal 


2x + 1 
V3 


பா 


1 


தொகை நுண்கணிதம் 


f ( x ) dx 


$ 13. [ f ( x ) Vax + 5 ds, 

[ ( ) 


போன்றவை . 
Vax tub 


இங்கே f ( x ) என்பது இயற்கணித சார்பு ( algebraic function ) 
ஒன்றைக் குறிக்கும் . 


t = Vax + b அல்லது 12 = clx -+ - 3 என்று பிரதியிட்டால் , 
வர்க்கமூலம் இல்லாத மாறியாக உள்ள மற்றொரு இயற்கணித 
சார்பு கிடைக்கும் . அதை முன்பு விளக்கிய பல வழிகளில் ஏதாவது 
ஒன்றைப் பயன் படித்தித் தொகை காணலாம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 
( 4x + 1 ) ds 

( B. E. 65 S. V. University ) 
V x + 2 


( 


- 


2dt 


t = Vx + 2 என்றால் , 


ஆகும் . 


Vx + 2 


மேலும் x + 2 = 


t 


4x --- 1 == 41 * -- .7 . 


( 4x + 1 ) dx 

VX -- 2 


- 


s 


| ( 41 * - 7 ) 2d 


-- 


818 


H 


141 


* 


- 
- 


20 
3 


21 ) 


2 


கா 
- 

-ய 


3 


Vx + 2 [ 4 ( x + 2 ) - 21 ] 


2 

Vx + 2 ( 4x- 13 ) + c 


- 
பய 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


Sx * v ax + b dx 


12 


= ax + b என்றால் , 2t dt a dx 


1 


மேலும் x = 


( 12 -- b ) 


- 


a 


40 


பொறியியற் கணக்கு 


2 dt 


ſxe vax + b dx = sant ( to - 


( tº - b ) + 


0 


a 


w 


25 tº +62 ) dt 


ar 


3 


2 


ſt* (po 
( 


23 


J CEO -- 2014 + ° 19)di 

- +2 ) 


t ? 
7 


2b +5 
5 


a : 


218 
105a3 

( 151 


42bt + - 35b ) 


2 ( ax + b ) ! 

[ 15 ( ax + b ) 
10593 


42b ( ax + b ) 


+ 35b ] 


2 ax + b ) 

105 9 % 


( 15ạº xº 


12abx + 85 ° ) - C 


பயிற்சி 7 . 


.. 


தொகையிடல் செய்க . 


1 . 


2. ( x + 7 ) Vx + 4 


- 


x 


vx 


3 . 


( B.Teeh . " 72 ) 4 . 


V x + 4 


a funt ✓ x 


1 


5 . 


X + V 2x 


( B.Tech . " 70 ) 
1 


1 


7 . 


vex 


( x + 2 ) VX + 3 


- 1 ( B.Tech. 70 ) 


Vi f * 


1 


9 . 


VX + 1 


10 . 


V 1 + x + ( v1 + x ) 

1 
( 1 - x ) VX 


i totiv 
( – ) 


தாகை நுண்கணிதம் 


விடைகள் . 


1 


* 


. 


Vx + 2 ( 3x2 


4x + 28 ) 


2 Vx + 4 


( x -- 4 ) 

5 


+ x + 4 


{ 
2 Vx + z { x + 4 )" 


4 } 
8rx 4) + 16 } -+ 


யா 


* 


2avx + 2a log ( a + Vx ) + c 
log { 2x + 1 + 2V2x- 1 } 2 tan - 1 ( 1 + V2x- 1) + 


- 


Vx --- 3 1 
Vx + 3 + 1 


+ 


7. 2 - ex | 


1 


2 tan - 1 ( Vex = 1 ) + c 


V + 1 
8. 2v1 + x + log x + 1 + 1 


1 


-- 


-- 4 -டியா கuைr 


9 . 


log 


} 
{V +++ } - { ++ 

+ vs + - } + 


10 . 


2 tan - 1 v 1 + x + C 


11. log 


( + ) + 


1 + V 
1 V x 


14 . 


போன்றவை 
( x + m ) Vax + bx + C 


1 


- 


- 


lx + m என்று பிரதியிட்டால் , மேற்படி தொகை 


dt 

என்ற உருவம் பெறும் . இதன் தொகை 
V At + Btc 
--காண 9.1 முறையைப் பயன்படுத்த வேண்டும் . 


s 


பொறியியற் கணக்கு 


மாதிரிக் கணக்கு 

dx 
( x - 1 ) V x2 + 2x 


8 


- 


dt 


= x - 1 என்றால் , 


dx 


பார் 


. 


1 


를 


- 
* 


* + 26 - * -( H + ) 

+ 2 ( : +1) 


8 


1 


- 


- 


5 


- 


1 + 41 - 51 


பா 


Is-1v3 + 2 =5 


-dt /te 
1- 41 - 52 


x2 + 2x - 8 


M 
- | 7 1 + 41-5 


dt 


- 


sin - 11 


- 


* 


V5 


- 


-- * -- 

( 5 ) 
-- * - * - ) 
-- * ----* )+ 


- 


- 


தொகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சி 8 . 


அடியில் கண்ட சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க . 


1 


(XF DV 


(x + 1 ) V1 


+2 


* V ** 6x + 109 


1 


3 . 


4 . 


1 
XV 1 + x - ** 

( B. E. 61 ) 


XV 5x + 2x + 1 

( B. E. * 55 ) 


1 


5 . 


(x - 1 ) V 2x - 4x +-10 

( B. E. 68 Annamalai) 


1 
(x + 1 ) VX + 9 

( B. Tech . 70 ) 


- 11VxT 


( B. E. 54 ) 


(x 


1 ) VX 


விடைகள் . 


1 . 


1 + x 


1 


1 


1 


V 

VO - (09 ) + 
– log {fit vī + x - x } + c 
{ +1+ 

} + 
Velog {x ^ 2 + NI 2 } 

Foto C 
*) 
-V2 


log 


V1 + 2x + 8x® 


1 


5 . 


to 


x + 1 ) 


1 


6 . 


V 10 


cosh - 1 


1.19 


3x 3 


7 . 


பொறியியற் கணக்கு 


$ 15. ( x + m)Vax + 5 


dx 
( Ix2 + m ) Vax " + b 


போன்றவை . 


t 


1 
விதி ( Rule ) : x என்று பிரதியிடு . பிறகு மற்றொரு 
பிரதியிட்டு V அடையாளம் நீங்குமாறு செய்து கொள் . பின்பு 
தொகையிடல் எளிது . கீழ்வரும் மாதிரி கணக்குகளை ஊன்றி 
கவனிக்கவும் . 


மாதிரிக் கணக்கு : 

dx 


1 


= x என்றால் , 


dt = dx ஆகும் . 


[ (1 - 2x" V 1 - x" 
.f- ன் -- ( V 

f2-1 


ஃ 


1 
t2 


\ 


- tdt 


- 


இதில் u = Vt2 - 1 என்று பிரதியிடு t = u + 1 


2t dt 


i dt 


du = 


- 


2 Vt2 


- 


1 


Vt2 - 1 


du 

1 


| ( 1 - 2 " > --- 

= fr 
- - los ( 144 ) 


du 

ue 


- + los( + V - 1 


1 - VI - 1 

) 
- + ( + - ) + 


x + V1 - x2 
x - V1 - x2 


+ c 


தொகை நுண்கணிதம் 


45 


பயிற்சி 9 . 


தொகை காண்க : 


1 


1 . 


2 . 


( 1 + x ) Vx + 2 


x " v x + a² 


3 . 


(2 


1 
( 2 - x " ) V1 


* 


விடைகள் . 


- a- ( V + 3 ) + 


2 . 


-- 


a + x2 
[ X 


3 . 


-- 


25 


log 


( V 2 v1 - x + (v2 - 1 ) x ) 
V 2 v1 – x + ( v 2 + 1 ) x | 


2 V2 


$ 16 . I , 1 | f ( x ) V == x* # a de 


போன்றவை 


- மேற்படி தொகைகளில் வரும் வர்க்க மூலங்களை நீக்க , கீழ்க 
கண்ட கோணக்கணித பிரதியீடுகள் பயன் பெறும் . Val - x-க்கு , 
x = a sin 9 அல்லது ( a cos 9 என்றும் V x + a - க்கு , x == a tan e 
அல்லது a cot 9 என்றும் Vx - us- க்கு , x == u sec 8 அல்லது 
a cos ) என்றும் பிரதியிடல் வேண்டும் . மாதிரிக் கணக்குகளை 
நன்கு கவனித்தால் முறை தெளிவாகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


[ v * = 5 ( B. B. 163 S. V. University ) 


-- 
+ 


3 sec ) என்றால் , tlx 


3 sec ) tang ஆகும் . 


| xv == 1 


3 secOtanga 
27sec 3 tan 0 


B 


- 


பொறியியற் கணக்கு 


1 


27 / 


I 

| cosa do 
[ ( 1 + cos 20 ) d0 
- ( 0 + - sin 20 


1 
54 


) 


1 

( G + sino cos G ) 
54 


ந M 


- A ( sec- ( 5 ) 


3 Vx 


9 


+ 


x8 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


* dx 


(s 


(x2 + 1 ) 


x = tan G என்று பிரதியிட்டால் , dx == sec2 a da 


- 


so 


* dx 
( x2 + 12 


tana.secode 

sec0 


| sing do 


1 


- 


cos 


- 


--- 


பயிற்சி 10 . 


: 


கீழ்க்காணும் சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க : 


7 


( - ++ 


1 
1 ) VX2 + 1 


2 . 


1 
* V1 


( B. E. 54, 2ே ) 


4. - 


தாகை நுண்கணிதம் 


1 


1 


5 . 


4 


6 . 


V4 + 


x -- Vx2 -- 1 
( B. E. 64 S. V. University ) 


7 . 


விடைகள் . 


cot 


( 2 


tan - 1 X 


* ) + 


+ C 


* 


Vi + 


-ம் 


X 


3 . 


--- 


V1 


V *** 


1 


1 VR - 4 


5 . 


பாகம் 


X 


* - * Vx" - 1 


1 + 


1 

coslirl x + c 


+ 


VM 


- 


7 . 


Vx2 


- 


42 


a tan - 1 


dx 
V ( x - o ) ( B - x ) 


$ 17 . [ Vx- d){ B - X) ds , 

SN 


x - d dx Cursirpou 
B- t - 


மேலே கண்ட தொகைச் சார்புகளை முறையே 


1 


V B2 - ( x + A)" - V B2_ ( x + A) * VB- ( x + A ) 
என்ற உருவங்களில் கொண்டுவந்து , முன்பு விளக்கியுள்ள 
முறைகளால் தொகையிடலாம் . இருந்தாலும் , x = 
+ ssin என்று பிரதியிட்டும் தொகையிடலாம் . 


d coss | 


பொறியியற் கணக்கு 


48 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


sv (x + 1 ) (4 - x) dx 


cos ? 0 + 4 sin 


dx 

= • 2 cos sin + 8 sin cos O 10 sin cos 0 
20 

* + 1 1 - cos 0 + 4 sin0 = 5 sino 


4 - X = 4 + cos 0 - 4 sinº 0 


5 cosa 0 . 


: 5V (x + 1) (4 – x ) dx 
= sin 

v 5 sinº6 -5 cosa 6 •10 sin 0 cos 0 do 
= 50 sin’O cos * 6 de 

111 - c 


25 
2 


cos 20 ) ( 1 + cos 20 ) do 


25 


- cos 2 O ) do 


( 1 + - cos 40 ) 10 


40) ] 46 


sca 
- [ - * ( 1 + cos 
-25 S (: - 

49 ) de 
[ % 

sin 40 

40 ] 


1 


cos 40 do 


25 


1 
8 


ஆனால் x = - cos 0 + 4 sino ( 1 - sina 0 ) 

+ 4 sina 0 = 5 sin * - 1 . 


sin? 


* + 1 

( 91-9 ) , sin 
5 


VX1 
V 5 


தாகை நுண்கணிதம் 


49 


25 


4 sin - 1 


:S V (x + 1) ( 4 – x) dx = 18 [ 4 

– sin { 4 sin 


VW + 1 
**} ] +c 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 
X 1 

dx 


SD 


1 


x = cos ? 0 + 2 sinº O TOM360 
dx 

2 sin cos + 4 sin cos 0 = 2 sino cos 
do 


x - 1 = –1 + cos2 + 
1 + cos2 0 + 2 sino 

= sinº 
2 - x = 2 cosa 0 2 sino cos 0 


SN 


2 


= x - in a sin cos 9 da 

= S 2 sinº 9 do = 561 – cos 20 ) do 
= 0 - ġ sin 20 = 0 ) – sin cos e 


1 


60 x = cos + 2 sinº O = 1 + sinº o 


sin 


VX - 1 


1 


SN 


dx = sin - 1 


- 1-1 2-12 - xte 


2 


பயிற்சி 11 . 


கீழ்க்காணும் சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க . 


1. V (x - 3 ) ( 7 - x ) 


2. 77x – 10 


32 


9 . 


1 


1 
V ( x + 2 ) ( 7 


4 . 


- 


13.x - x - 


2 


5 . 

5 

X2 
பொ.க. - 4 


Vio 


6 . 


NA 


+4 
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பொறியியற் கணக்கு 


விடைகள் : 


3 


- 


5 


X 


- 


1. 4 sin - 1 


( x - 3 ) ( 7 

3 ) ( 7 - x ) + C 


2 





M * 
V 


- 


2 


2 . 


9 
4 . 


2 


sin - 1 


3 


1 


2x ) ( x- 2 ) (5 - x ) + c 


- 


2 sin- 1 


x + 2 


. 


M 


+ 


2 sin - 1 x 


1 + 


2 


5 . 


3 sin - 1 


--- 


X 


M + - ( x - 2 ) ( 5 

V4 + ( 4 
818. | acosx + b sin x + c 


6 . 


8 sin - 1 


x ) ( x + 4 ) + C 


+ C 


. 


dx 


போன்றவை . 


விதி ( Rule ) :: 


tan 


( 2 ) 


எனப் பிரதியிடு 


dt 
dn 


sec2 


( 2 ) --- 1 ( 1 + tan 3 ) = * ( 1 + f ) 


எனவே 


dx 


- 
- 


2 dt 
1 + 12 


என்று வரும் . 


i 


2t 
மேலும் திரிகோணக் கணக்கு மூலம் sin x = 

என்றும் 

1 + 12 
1 12 
COS X 

என்றும் நாம் அறிவோம் . 
1 +1 


1 


பாபா 


தாகை நுண்கணிதம் 


இவைகளை உரிய இடத்தில் இட்டால் , 

dt 

at + Bt + Y 
என்ற உருவம் பெறும் . இதை 89.1 முறையில் தொகையிடல் 
எளிது . 


கொடுத்த தொகையானது | 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

dx 
+ 7 cos x + 


15 + 7c5 % = sins 


( BE 53 Andhra ) 


2dt 


tan 


என்றால் dx 
2 


* 


1 + 12 ஆகும் . 


2t 


மேலும் cos x 


- 


sin x 


1 t 
1 + t " 


- 


1 + t2 


| 5 +7 


2dt /( 1 -- t ? ) 
5 + 7 


1 


2 dt 


= 


- 


t ) + 2t 


[ 5 = 7cs + sis 

(IF ) 
1571 +1+ ) + 71 
s 
( ) - ( - 1) 


- 


2 


2 dt 
12 + 2t -- 212 


dt 


= 


பார் 


5 


+ 


1 .- log 


to 


5 


- - los (341 ) 

( 2 
+ log 

( 2 


2 + tan 


+ 


- 


tan 


2 ) 


52 


பொறியியற் கணக்கு 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

dx 
13 + 12 cos X 


Is = > cos 


( B. Tech . 71 ) 


tan 


= 


dx 


என்றால் , 


2 dt 
1 + t2 


மேலும் cos x = 


1 

t2 
1 + 12 


எனவே 


dt 
13 + 12 cos X 


s 


2 dt/ ( 1 + tº ) 
13 + 12 

( 1 - t ? ) 
1 +1 


2 dt 
13 ( 1 + 1 ) + 12 (1-1 ) 


[ 45 


2dt 
t + 52 


= | ( 
= || 
* tan- ( 5 ) 

( tan p ) + 


tan - 1 


+ C 


பயிற்சி 12 . 


அடியில் கண்ட சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க : 


1 . 


1 
5 + 4 sin x 


2 . 


1 
3 sin x 


1 


1 


3 . 


1 
20 + 29 cos x 


4 . 


sin x 


COST 


5 . 


1 
5+ 4 cos x + 3 sin x 


1 
3 cos x + 4 sin x + 6 


. 


7 . 


1 
cos x + 3 


8 . 


1 

( B. E. 68 ) 
1 + 2 cos x | 


2 sin x 


- 


9 . 


1 ( B. E. 65 ) 

10 . 
5 + 4 cos x ( Kerala 66 ) 

( P.T. B.E. 71 ) 


1 
4 + 5 cos X 

( B. Tech . " 72 ) 


257605 6500 6600f1gi 


53 


விடைகள் 


2 


1 . 


tan - 1 


{ (5 ta 


х 
5 tan 


+4 ) } + c 


3 


3 - 18 


- 


tap 

2 


1 


2 . 


log 


+ C 


J 


8 


tan 


3 +18 


2 


7 + 3 tan 

2 


3 . 


1 
21 


log 


+ c 


7 


3 tan 


2 


tan 


+ 1 - V 2 


4 . 


log 


tc 


2 


X 


tan 


+ 1 + V2 


5 . 


stimmt 

름 { } ( 4 + 8 tan = )} + 
tan-- { 

{ 1+ } + c 


8 . 


tan - 1 


+ c 


11 


7 . 


1 + 2 tan 


V3 + tan 


1 


2 


8 . 


13 


log 


tc 


V 3 


tan 


2 


2 


9 . 


tan - 1 


( ſ tan :) 


8 + tan 


2 


10 . 


1 


1 
3 


log 


} 


toc 


3 


tan 


2 


பொறியியற் கணக்கு 


$ 19. / 


a cos x + 5 sin x + c 
cd cos x + B sin x + Y 


dx போன்றவை 


தொகைச் சார்பில் உள்ள தொகுதியை கீழ்வரும் விதிப்படி . 
மூன்று பாகமாகப் பிரிக்க வேண்டும் . 


விதி ( Rule ) 

தொகுதி = A ( பகுதி ) + B ( பகுதியின் வகைக்கெழு ) + C 


அதாவது , 


a cos x + b sin x + c = A ( Ol cos X + B sin x + Y ) 

+ B ( - sin x + B cos x ) + C. 


இதனால் கொடுத்த தொகை , , மூன்று தொகைகளாக பின் 
வருமாறு பிரிகின்றன . 


S 


- 


| [ 1 


dx 


a cos x + b sin x + c 

dx 
d cos x + B.sin x + Y 
A 1 • dx + - B 

cl sin x + B cos x 
d cos x + B sin x + Y 

ds 
to C 

d cos x + B sin x + Y 
= Ax + Blog ( d cos x + B sin x + Y ) 

dx 
o cos x + B sin x + y 


B | 

- 


+ C 


818 ஐப் பயன்படுத்த 


வலப் பக்கத்தில் வரும் தொகை காண 
வேண்டும் . 


RE 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 
sin x + 18 cos X 

( B.E. 54 ) 
3 sin x + 4 cos x 
sin x + 18 cos x = A ( 3 sin x + 4 cos x ) 

+ B ( 3 cosm 4 sin x ) என்போம் 


sin x -- cos x ஆகியவற்றின் குணகங்களை இரு பக்கத்திலும் 
ஒப்பிட்டால் , 

1 3A- 4B 


18 


4A + 8B 


55 


தொகை நுண்கணிதம் 


மாறிலிகளை ஒப்பிட்டால் , 


B 


2 


C = 0 . 


sin x for 18 cos x 
3 sin x + 4 cos x 


dx 


3 


8 dx 
+21 


S COS X 

4 sin x 
3 sin x + 4 cos x 


dx 


3x + 2 log ( 3 sin x +- 4 cos x ) to C 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


dx 
1 + - tan x 


st 
s 


dx 
1 + tan x 


s 


COS X dx 
COS X + sin x 


cos x = A ( COS X + sin x ) + B ( sin x + cos x ) TSITCuri . 


1 = A + B 


1 


1 


... 


0 


А 


B 


B 


= 
Ŝef dx + * | - sin x + cos x)dx 


statem 


He 


dx 
+ tan x 


1 
2 


sin x + cos x ) dx 
cOS X - sinx 


1 


sue 


log ( cos w to sin x) + c 


2 


பயிற்சி 13 . 


பின் வரும் சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க .. 


1 . 


2 cos x + 3 sin x 
3 cos x 5 sin 4 


1 

( B. E. 60 , 62 ) 
1 tcot x 


2 sin x + COS X 
5 sinx - 3 cos * 

( B. E. 68 ) 


COS X. + 2 sin 
2 cos % - 3 sin x 

( B. E. 62 S. V. ) 


5 . 


3 sin x.- 4 cos * 
sin x + 2 cos x 

( P. T. B.E. 72 ) 


5 sin x - 2 cos x 
sin x 

3 COS 1 

( B. Tech 68 ) 
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பொறியியற் கணக்கு 


sin x 


7 . 


1 
2 + cos x 


8 . 


2 sin x to cos x + 3 

5 + & cos X 


a + bcos x + c sin x 

1 tsin x 


10 . 


3 sin x to cos X 
4 cos x +5 sin x 

( Kerala 66 ) 


விடைகள் 


21 


1 . 


. 


34 * 


1 

log ( 3 cos x + 5 sin x ) te 
34 


1 


2 . 


1 

х 
2 


log ( sin x + cos x ) to 


2 


3 . 


7x 
34 


+ 


11 
34 


log ( 5 sin x 


8 cos x ) + c 


4 . 


8x 
13 


1 

log ( 2 cos x + 3 sin x ) to 
13 


5 . 


– X – 2 log ( sin x + 2 cos x ) te 


+ 


13 
10 


log ( sin * 


9 cos x ) toc 


10 


2 


V3 


V 


tan 


tan 


Green 


2 ) 


+ log ( 2 + cos x ) + c 


2 


1 


8 . 


* 
100 


X 
8 


log ( 5 + 8 cos x ) 


19 


13 +7 3 tan 

2 


+ 


log 


8V 89 


X 


N18 


V3 tan 


2 ( a - C ) 


9. cx + blog ( 1 + sin x ) 


tc 


1 tan 


( 5) 


10 . 


19x 
41 


log ( 4 cos x + 5 sin x ) + c 


41 


தொகை நுண்கணிதம் 
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20 . 


Sacosts + 26 sin est cos x + b sin * 


போன்றவை . 


தொகைச் சார்பின் தொகுதியையும் பகுதியையும் sec x ஆல் 
பெருக்கினால் , தொகுதியில் sec2 x- ம் , பகுதியில் tan x- ம் உள்ள 
தொகைச் சார்பு கிடைக்கும் . பிறகு t = tan x எனப் பிரதியிடுக . 

dt 
மேற்படி தொகை s 

என்ற உருவம் பெறும் . 

dt² + Btty 
இதை 9.1 - ல் விளக்கியது போல் தொகையிடலாம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


dx 
3 - 2 cos x 


dx 
2 cos2 x | 


| ssec x 


sec2 x dx 
3 sec2 2 


3 


- 


sec2 x dx 
1 + 3 tal ? x 


- 


dt 
1 + 3 12 


( t ) 


- 


-- 


tan x ) 


1 


- 


tan - 1 ( V 31 ) 


V3 


- 


1 
V3 

tan - 1 ( V 3 tan x) toc 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


- 


dx 
4 sin x COS X 


5 


cos2 X 


HHH 


2 sina x 


- 


- 


dx 
4 sin x cos X 


5 cos2 x 


- 


2 sin x 


secr dx 
4 tan x - 

2 tan ? x 


- 


5 


- 


- 


dt 
41 - 212 


5 


( t -= tan x ) 


- 


58 


பொறியியற் கணக்கு 


- * W * c + 


22 


- ( t + 1 ) 


7 


t ( t + 1 ) 


1 


1 


1 


1 


2 


logo 


( t + 1 ) 


N2 w ? 
-evia log 

N7 
W ? 


+ tan x + 1 


toc 


tan x 


1 


பயிற்சி 14 . 


கீழ்வரும் சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க . 


1 
1 + 3 sina x 


+ 3 sir 


2 . 


1 
5 sina x 


4 


Www 


1 


3 . 


4 . 


1 
a cos x + 62 sin * 


cos2 x 


3 sina x 


1 


5 . 


1 
cos x ( sin x + 2cos x ) 


( 2 sin x + 3 cos x ) ? 


விடைகள் 


1 


1 . 


tan - 1 


( 2 tàn x ) + C 


2 


2. log { 


2 + tan x 
2 


} + c 


tan x 


9 . 


Prolog 


1 + 7 3 tan x 
1. V 3 tan x 


} + c 


b 


ante 


1 
ab 


tan - 1 


let 


tan x 


a 


1 


5 . 


log ( 2 + tan x ) 


6 . 


( 3 + 2 tan x ) 


$ 21. S sin mx sin nx dx, sin mx cos nx dx ; 

S cos mx sin nax dx, | 


Osmalia ) 
தொகை நுண்கணிதம் 

cos mx cos nx dx 
போன்றவை . 
இந்தத் தொகைச் சார்புகளை sin c + sin d அல்லது cos c + 
cos d என்ற ( தரிகோண சூத்திரங்கள் மூலம் ) உருவத்தில் எழுதி , 
பின்பு தொகையிடல் செய்ய வேண்டும் . 
மாதிரிக் கணக்கு 
sin 5x sin 3x dx 

1 

cos 8x) dx 
2 
1 

1 
sin 2x 

sin8x + 

tc 

16 
பயிற்சி 15 . 
பின் வரும் கோண விகிதச் சார்புகளைத் தொகையிடல் செய்க . 

sin 3x cos 2x ( B. E. 65 Osmania ) 
2. 
3. sin 3x sin 4x. ( B. E. 52 ) 





s 
| sin 5.x sin 3x x 


| 


- 


1 | ( cos 23 
4 * 


- 
- 


4. sin 2x cos 3x (B. E. 64 ) 


5. sin x cos 3x cos 5 x 


விடைகள் 


1 


1 . 


-- 


Cos.5 
10 


2 


cos x -- 


1 


2 . 


1 
16 


sin 8x + 


sill 4x + c 


1 


3 . 


sin x 


1 

sin 7x + 
14 


2 


60 


பொறியியற் கணக்கு 


+- C 


+ sig 4x + 4 in 2x + 
5. -- 


1 


cQs 9x + 


COS 7x 


--- 


1 

CS3 
12 


28 . 


1 


COS -- C 


22 , பகுதிப் படுத்தித் தொகை காணல் ( Integration by parts ) 

L , V என்பவை x ஐ மாறியாக உடைய இரு சார்புகள் என் 
போம் . அவைகளின் பெருக்கல் பலன் :AY ஆகும் . இந்த UV என்ற 
பெருக்கல் பலனை வகையிடல் செய்வதற்கான சூத்திரத்தை 
அறிவோம் . 


அதாவது 


a 
dx 


( uy ) 


கா 


dy 
dx 


- 


-- Y 


du 
dx 


( 
1 
) 


6 . 


தை , பெருக்கலை வகையிடும் சூத்திரம் ( formula for differen 
tiation of a product ) என்கிறோம் . இதைப் போன்று பெருக்கலைத் 
தொகையிடும் சூத்திரம் உண்டா என்று இப்போது ஆராய்வோம் . 


( 1 )-வது சமன்பாட்டை மாற்றியமைத்தால் , 


12 


ds . 
dx 


d 
dx 


( uv ) 


du 
dx 


இரு பக்கங்களையும் x ஐக் குறித்துத் தொகையிட்டால் , 
dy. d 

du 
dx = | 
( uv ) dx | 
Y dx 
dx . dx 

dx 


( 
ஆனால் 14 (un ) dx = [ d ( ur ) = 

f 


= uy 


எனவே 


dy 

.dx 
dx 


y 


du 
dx 


dx 


( 2 ) 


இதுதான் நாம் விரும்பிய பெருக்கலைத் தொகையிடும் சூத்திரம் . 


இந்தச் சூத்திரத்தில் வலப் பக்கத்திலும் ஒரு தொகையீடு 
வருகிறது . அதன் மதிப்பை தொதையிட்டு அறிந்தபின் தான் , 
இடப் பக்கத்திலுள்ள தொகையீட்டை முழுவதும் கண்டதாக 
சொல்ல இயலும் . ( அ - து ). ஒரு பெருக்கலைத் தொகையிடல் 


தொகை நுண்கணிதம் 
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செய்ய , மற்றொரு தொகையிடலையும் செய்யவேண்டியுள்ளது . 
இதனால் , சூத்திரம் ( 2 )-க்கு பகுதிப் படுத்தித் தொகையிடல் 
( Integration by parts ) என்று பெயர் . 


சூத்திரம் ( 2 ) ஐ நடை முறையில் பயன் படுத்தும் போது , 
கீழ்க்காணும் எளிய முறையில் நினைவில் கொள்ளுதல் நலம் . 
( சூத்திரம் ( 2 ) ஐ அப்படியே பயன்படுத்துவதில் சிறிது சிரமம் 
உண்டு ) . 


சூத்திரம் ( 2 ) -ல் , u = 1 , 


dv 
dx 


= II என்போம் . 


பின்பு , v = 


| Idx = II- ன் தொகை = Int II என்போம் . 


மேலும் 


du 
dx 


dI 
dx 


= 1 - ன் வகைக்கெழு = D.C.I என்போம் . 


மேற்படி குறீயீடுகளுடன் , சூத்திரத்தை எழுத்தினால் , 


| I. II . dx = I ( Int II ) - ( ( 2nt II ) (DCI )da 


அல்லது , 


I II dx = 1 ( Int II ) - | ( DCI ) (Int Il) . dx 


( 3 ) 


மேற்படி சூத்திரம் ( 3 ) -ஐப் பயன்படுத்தும் போது , சில சார்பு 
களை 1 என்றும் , சிலவற்றை // என்றும் வைத்துக்கொண்டு 
தொகையிடல் அவசியமாகும் . மாற்றி வைத்துத் தொகையிடத் 
தொடங்கினால் இயலாதுபோகும் . உதாரணமாக , s 
* cos x dx 
என்பதில் cos x = 1 என்றும் , x = 1 / என்றும் வைத்துக்கொண்டு , 
தொகையிட்டால் , 


fx 


X cos x • dx 


( cos x ) 


( 2 

) - |(sin x ) ( 2 ) 


dx 


வலப்பக்கத்தில் உள்ள தொகை காண்பது , இடப்பக்கத்துத் 
தொகை காண்பதைவிட மிக்க கடினம் . அதாவது நாம் தவறுதலாக 
1 - ஐயும் , II- ஐயும் தேர்ந்தெடுத்திருக்கிறோம் என்று , பொருள் 


- 


: .| 
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பொறியியற் கணக்கு 


ஆனால் அதற்கு மாறாக x = 1 என்றும் , cos x = II என்று தேர்ந் 
தெடுத்தால் , 


- 


X cos x dx = x ( sin x ) 


s 


1 . ( sin x ) dx 


இதில் , வலப் பக்கத்துத் தொகை காண்பது மிக்க எளிது . 


1 • sin x dx 


= 


COS X 


( அதாவது ) | 

j 


எனவே 


X COS X dx = x sin x + cos x + 


கீழ்க்காணும் அட்டவணையில் , சில முக்கியமான சார்புகளின் 
பெருக்கல்களில் , எதை I - என்றும் , எதை II - என்றும் தேர்ந் 
தெடுக்க வேண்டும் என்ற விவரம் தரப்படுகிறது . இவைகளை 
நினைவில் கொள்வது நலம் . மாற்றி தெரிந்தெடுத்தால் தொகை 
யிடல் செய்ய இயலாது என்று சில கணக்குகள் செய்து அறிந்து 
கொள்ளலாம் . 


குறிப்பு : 

n என்பது ஒரு நேர் முழு எண் ( Positive integer ) 


சார்புகளின் 
பெருக்கல் 


சார்பு / 


சார்பு II 


குறிப்பு 


x sin ax 


xn 


sin ax 


71 + 0 


X COS ax 


xn 


COS 0x 


71 # 0 


xn eax 


eax 


n + 0 


xn sin - 1 x 


sin 


X 


n = 0 உள்பட 


xt cos - 1 x 


Cos- x 


* . 


71 . 


0 உள்பட 


xn tan - 1x 


tan - ix 


kn 


1 


x ( log x ) 


( log x ) ! 


* 


17 


- 
NA 


0 உள்பட 


eox cos bx 


ex அல்லது 


COS bx 
அல்லது eax 


cos bx 


eax sin bx 


eax அல்லது 
sin bx 


sin bx 
அல்லது eax 
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மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


1 


x sinº x dx 
s x sinº x dx = 

- 


s 


x ( 1 - сos 2x ) dx 


2 


1 


1 


ss 


x dx 


s 


X.cos 2x dx 


1 


1 


ܘܐ- 


1 
2 


s 


* cos 2x dx 


2 


( x = 1 , cos 2x = II ) 


1 


1 
X 

2 


[ ( x) 
-S. ( sin 2x ] 

:) de 
- ģx - 2011 

] 
x- * x sin ex- 


x sin 2x 


1 


cos 2x 


cos 2x toc 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


Cos V x dx 


( B. Tech . " 71 ) 


dx 


என்றால் , dt = 


2 X 


அல்லது dx = 2t dt 


s 


cos VX 


dx 


S 


Cos I 27 dt 


2 


st 


cost dt 


( t = I, cos t = II ) 


e [ ( sin :) – S 1. (sine)de] 


2V sin vx + cos VI to 
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பொறியியற் கணக்கு 


மாதிரிக் கணக்கு 3 : 


32 sin= 1 x dx 


( 


- 


x sin - 1 x dx 


--பாட்டி 


( sin - 1 x ) 


| sin- lx x dx 

( * ) 
| * 

+ s 


dx 


. 


* 3 


x3 dx 


sin - 1 x -- 


3 


x2 


- 


இப்போது , 


t 


1 - x2 எனப் பிரதியிடுக .. 


- 


2x 

dx ; 
211 

x2 


dt 


dt 


- 


--- 1. -- -- ------------- 


- 


xdx 
1 x 


காக்க 


- 


2 


- 


- 


12 


மேலும் 1 


1 


( அ - து ) x2 


* 3 


sin - 1 x 


[ x sin - 1 xx 


+ 


--- 


3 


+ [ [1-1*) { -ti) 

( 


3 


sin - 1 x -- 


1 


1 
3 


3 


sin - 1 x + 

9 


( 3 - 1 ) 


3 


13 


V1- 
sin - 1 x + 

9 


--- 


[ 3-- ( 1 --- x " ) 


3 


HHH 


* 


காக 


sin1 xx -- 


( x + 2 ) 1 

9 


2 

--- 


8 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


S 


tan - 1 X dx 


( P. T. B. E. 71 Kerala 62 ) 
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தொகை நுண்கணிதம் 


1 


. x dx 


tan - 1 x 1 


dx 


1 + x 


( tan- ? x ) ( x ) - S 

si 
s 


1 


x tan- x 


2x dx 
1 + x2 


1 


x tan - 1 X 


1 

log ( 1 + ** ) + c 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 


S 


x" ( log x ) dx 


SS 


x " (log x) dx 


ſ ( log x ) • ** • dx 

*)( ** 1) - San 


xn - 1 


( log x ) 


dx 


n + 1 


1 


xn + 1 log x 


atis 


xndx 


n + 1 


1 


1 


どのみち 


C 


1 
log x - 

( n + 1 ) 


+ 1 


+ C 


n + 1 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 


xº e- 7x dx 


dx 


x e - 7x dx 


x2 


2 


1 


sx 
5 ***** de x 4 

(-e 
-? ) - Sex •(-40 ) 
- - -" + % | xe 

[xG 

- 11: ( - **" )dx ] 
--- + * [ -- 

+ se 


+ 


7 


7 


e - 7x dx 


dix ] 


பொ . க . - 5 


- 
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பொறியியற் கணக்கு 


-- 


7x 


* 


+ 


* [ - * 





- 


1 
49 


e - 7x 


1 


2 


- 


( * 


+ 


2x 
49 


+ 


+ c 


343 


3 ) + 


குறிப்பு : 

இந்தக் கணக்கை வெகு எளிதாக , பின்பு விளக்கப்படும் 
பெர்னுல்லி ( Bernouilli ) யின் சூத்திரங் கொண்டு , செய்யலா 
( 823 ஐப் பார்க்கவும் ) 


மாதிரிக் கணக்கு 7 : 


eax cos bx dx 





s 
C = " ( H sinbx ) - [ aen ( sin bx )as 


( இங்கே eak = I , cos bx = II ) 


1 . 


- 
- 


/ - ex sin bx 


* 


eux sin bx dx 


b 


- 
- 


1 
b 


ear sin bx 


-- 


s 
4 [ " ( - + cos bn ) 
- Ta " ( - + as bar ) க ) 


( குறிப்பு : 2 - வது தடவை 

2 - வது தடவை சூத்திரம் உபயோகிக்கும் போதும் , 
முன்போலவே 

eax = 1 என்று எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும் . 
மாற்றி எடுக்கக் கூடாது ) . 


a 


eax sin bx + 

+ 


2 


eax cosbx 


2 . 


C 


be 


- - 
( 1 + * ) 


eox 


C 


{ 5 

b sizbx + acos bx } 


eax. 


C 


[ a cos bx + b sin bx] + K. 
a + 62 


தொகை நுண்கணிதம் 
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மாற்று முறை : 


C = 


eax cos bx ds 


S = 


gax sin bx dx என்போம் . 


C + is = s 
eax ( cos bx + i sin bx) dx 

= | 
= [ 

[ els + ib ) x da 


eax 


eibx dx 


- 


1 


-- 


e ( a + b } x + K + iL 


at ib 


- 


a ib 
( a + ib ) ( a 


eax reibx + K + IL 


-- 


- ib ) 


( அதாவது ) 


- 


C + S 


-- 
ப 


ib 
a + b 


ax ( cos bx + i sin bx ) + K + iL 


மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளை இரு பக்கங்களிலும் ஒப்பிட்டுப் 
பார்த்தால் , 


eax 


C 


[ a cos bx + b sin bx ] + K 


a2 + 62 


eax 


S 


- 


b cos bx ] + L 


a2 + ze- ( a sin be 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 


s 


x + sin x 
1 + eos . 


x dx 


s 


dix = / 


x + sini 
1 + cOS X 


---- 


s 


sin * dx 
1 + COS X 


1 + COS X 


2 sin 


X 


COS 


en die 


2 


* dx 


+ | 


2 cos ) 


( E ) 


2 cos * 


* 


பொறியியற் கணக்கு 


1 


j 


x sec2 


- 


2 


* ax + [ tan * . 
- 1 [ x ( 2 taa ) | 1 ( 2 tan 3 ) * ) + tan p - as 

* - [ tan * .ix + [ tan . a 


x tan 


X 


= x tan 


2 + c 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 


[ e [ J ( x ) +1 ( x ) ] dx = e f (x) + c என்று காண்பிய 


காண்பிய 
இதைப் பயன்படுத்தியோ அல்லது வேற்றுமுறையிலோ 
1 + x log x 

ex- ன் 


( 1 + xless ) 


தொகையைக் காண்க . ( B. Tech . 71 ) 


e [ f ( x ) + f ( x ) dx 


[ f 

= Te f(x)ds + Te f ( x ) a 
= [ f ( x ) be + [ e f ( x ) - Tef ( x ) de) 


கா 


ex f ( x ) + C 


மேலும் , [ ( 1 + xloss )es 
= T ( log 

1 
= fe [f (x ) + f ( x ) ] ds [ : f ( x ) = log x ] 


ex log x + 


dx 


ex f ( x ) + c 
== ex log x + c 


$ 760) Hisor 5600f1 SLO 


பயிற்சி 16 . 


பின் வரும் சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க : 


1. ( log x ) 


2. ( log x ) 


log x 


4 . 


x log ( x + 1 ) ( Kerala 64 ) 


xn 


5. ( x + 1 ) log x 

( B. Tech . " 70 ) 


log x 
( x - 1 ) 


7. x sin 5 x 


8 . 


X cos x 


9. x sinỶ x ( B , Tech . * 72 ) 


10 . 


x tan2 x 


11. X sec x tan x 


12. sin - 1 X ( B. Tech 72 ) 


13 . 


x sin - 1 X 


14. x tan - 1 * 


4. 


15. x tan - 1 X ( B.E. 70 ) 


16. (sin- x ) 


17. ** e * ( B. Tech 68 ) 


18 . 


** tan - 1 x 

1 + x2 


- 2 


19 . 


20 . 


x3 sin 
( 1- * ) 

- 


tan - x 

x2 


9 


! 


x3 sin - 1 


21. x sec - 1 x 


22 . 


V1 


x tan - 1 X 


23 . 


24. x3 tan - lx 


( 1 + x2 ) 


25 . 


26 . 


I sin : 1 x 

1 


1 tsec x 


x2 


27. log ( 1 + ** ) 


28. ex (cot x + log sin x ). 


29 . 


et ( sin x + cos x ) secº x 90 . 


ex ( 1 + sin x ) 

( B.Tech. 72 ) 
1 + cos x 


* e * 


31 . 


e - 6 * sin x ( P.T.B.E. 71 ) 32 . 


( B. Tech . 72 ) 
( 1 + x ) (Kerala 68 ) 


38 . 


( log ) ( Kerala 68 ) 


பொறியியற் கணக்கு 


விடைகள் 


. 


1 . 


x ( log x - 1 ) + c 


x [ ( log x ) 


2 log x to 2 ] + c 


71 


1 . 


AN 


ta 


x2 


1 

log (x + 1 ) - 


. 


5 . 


[ + ] 

++ 
( + *) log * 

hogy + log (** 1) + 
7. - 


* - C 


16 


6 . 


+ c 


1 
cos 5x + sin 5x + c 

25 


5 


x2 


1 


8 
. 


sin 2x + 


cos 2x + c 


4 


( sin x - x cos x ) 


( sin 8x = cos 8x ) + c 


4 


4 


10 . 


x tan x 


log sec x - 


x + c 


11 . 


X sec * log ( sec x to tan x ) tic 

* to ✓ 1-x + c 


12 . 


* sin - 2 


x2 


1 


1 


13 . 


sin- x 


sin-* * + 


XV 1- * + c 


ܙܘܐ ܚܢ ܘ 


1 


1 


* 2 tan - 1 

x + 


tan - 1 X 


+ c 


. 


1 


1 


15 . 


1 
8 


48 tan - 1 


름 


x ? + 


log ( 1 + x ) + c 


6 


16 . 


x ( sin - 1x ) ? 


2x + 2V 1 


2 sin - 1 * + c 


17 


eox 


( - + 

-) +c 


a 


57605 61600T 600f si 


71 


1 


18 . 


x tan - 1 


fic 


x2 + 2 


19 . 


105 (1 + x*)- (tan-+ x )" 

§ 10g ( +1) + 
Z -105 ( ) 


sin- x - * 


+ c 


1 


x2 


tan - 1 X 


20 . 


to 


x2 


3X 


1 


21 . 


sec - 1 x 


{ x V x2 


1 tlog (x + V x2 - 1 ) } to 


8 


6 


22 . 


: ***** – VT= ** (2 +x">si -** ]+ c 


23 . 


tan- x 

+ C 
V1 + x2 


tan - 1 X 


x 
12 


+ 


tan - 1 X + c 


- 


24.ee 

+ * - * 
28. --- ( ) + logee ( 1 ) + 


tc 


26 . 


х 


V1 


x2 sin - 1 * tc 


27. x log ( 1 + xº ) - 


2x + 2 tan- x + c 


28 . 


ex log sin x + c 


29 . 


ex sec x + c 


30 . 


ex tan 


+ c 


31 . 


( 5 sin x + cos x ) + c 
26 


e * 


32 . 


1 + x + c 


38. xn + 2 { ( log x )2 

n + 1 


to 


( குறிப்பு : கணக்கு ( 32 ) ] 

( 1 + x - 1 ) ex 
( 1 + x ) 

( L **) 


хех 


che 


ex 


- 


1 tax 


( + x ) 
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பொறியியற் கணக்கு 


( 1+ ) 


(1+ x ) 


* - [ * - ( ( -1 + x ) 

- - ( - + ) * ) 
= F + * 
= 1 + x + ) 


ex dx 


1 + 


23. பெர்னுல்லி ( Bernouilli ) யின் சூத்திரம் 


பகுதிப்படுத்தி தொகையிடல் சூத்திரத்தின் விரிவு ( extension ) 
தான் பொனுல்லியின் சூத்திரம் . சில சார்புகளைத் தொகையிடல் 
செய்யும்போது பகுதிப்படுத்தித் தொகையிடும் முறையை திரும்பத் 
திரும்ப பல முறை பயன்படுத்த வேண்டியிருக்கும் . உதாரண 
மாக x * cos x- ஐத் தொகையிடல் செய்யும்போது , நான்கு முறை 
பயன்படுத்தவேண்டும் . அப்போது பலவரிகள் எழுதி கடைசியில் 
சுருக்க வேண்டிவரும் . அந்த மாதிரி கணக்குகளில் பெர்னுல்லி 
யின் சூத்திரத்தை நயமாக பயன்படுத்தி எளிதில் விடைபெற 
இயலும் . 


ul11 , 


u , v என்பவை x- ன் இரு சார்புகள் என்போம் . ul , u11 , 

என்பவைகள் u-வின் , முதல் , இரண்டாவது , மூன்றா 
வது , வகைக் கெழுக்களைக் குறிக்கட்டும் . 


y1 • ve , Vs , என்பவைகள் -ன் முதல் , 

இரண்டாவது , 
மூன்றாவது , 

தொகைகளைக் குறிக்கட்டும் . பகுதிப்படுத்தித் 
தொகையிடல் சூத்திரமாவது : 


இடவும் 


பின் 


DCT 


ப 


ப 


I • II •dx = 1 ( int Il ) - | ( DCI ) ( Int II ) dx 
இதில் 1- க்கு 1 - ம் , II- க்கு -ம் , 

ஆகும் . மேலும் Int II = 11 ஆகும் எனவே ( vds 
- | uyids 


Uy 
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தொகை நுண்கணிதம் 


வலப்பக்கத்து தொகையில் மீண்டும் இதேமுறையைப் பின் 
பற்றி எழுதுக , 


I u da = # 4 - [ >, _ | x " > , ae) 

[ x " > , de 
u v , + u" ve - | 

[ * 


= 1 VI 


H V2 + 


= uV 


- 


Y s de 


- 


4 . 


* 


இப்படியே தொடர்ந்தால் 


Su 


dx 


UV dx 


UV1 


u y , + 1 " vs 


- 


+ ( - ) " July 


.. 


இதை பெர்னுல்லியின் சூத்திரம் என்கிறோம் . 


1 


- 


இந்த சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தும்போது , என்னும் 
சார்பின் வகைக்கெழுக்கள் படிப்படியாக குறைந்து கொண்டே வர 
வேண்டும் . இல்லையானால் , தொகையிடல் மூடிவடையாது என்று 
உணர வேண்டும் . அதனால் ! - என்ற சார்பை சரியான முறையில் 
தேர்ந்தெடுக்க வேண்டும் . முக்கியமாக x " - ஐ u - ஆக தேர்ந் 
தெடுக்கும் வாய்ப்பு உள்ள சார்புகளைத் தொகையிட மேற்படி 
பெர்னுல்லியின் சூத்திரம் மிகுதியாகப் பயன்படும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


x3 erx dx 


இங்கே x3 


---- 

- 


14 , 


ex 


= y என்போம் . 


| x " e">dx = x " (" " ) - 8x " ( * " ) 

( + " ) -6 ( ) 
* [ 

* ] 


+ 6x 


8 


3 


6 


+ C 


7 
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. 


றிப்பு : 
ex = us 

x3 = y என்று தெரிந்தெடுத்தால் , தொகையிடல் 
P டிவடையாது என்பது தெளிவு 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


Sx 


x4 


cos 5x dx 


S * 


x * cos 5x dx 


= x4 


1 
52 

cos 5x 


+ 12x2 


( F in 5 % ) 
3 ) - 4x " ( 

5x ) 
28 ( - + ஸ் 5 :) -24 : ( + acos 5x ) 
24 ( + i 5x) 


+ 24 


12x2 


4x3 
sin 5x + 

52 

cos 5x 


sin 5x 


5 


24x 

24 
cos 5x + 
54 


sin 5x + c 


55 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


C 


== See 


eax cos bx dx 


இந்தக் கணக்கை முன்பே செய்து காட்டியிருக்கிறோம் . 
பெர்னுல்லி சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தும்போது இன்னும் சிறிது 
எளிதாக விடைவரும் . இங்கே eax = u என்றும் , cos bx = Y 
என்றும் எடுத்துக் கொள்ளலாம் . [ cos bx = !! , eax = y என்று 
எடுத்துக் கொண்டாலும் , அதே விடை அதே முறையில் 
கிடைக்கும் . ] ஆனால் மாதிரிக் கணக்கு ( 1 ) , ( 2 ) போல் , உடனே 
தொகையிடல் முடிவடையாது . ஆனால் கொடுத்த தொகை C 
வலப்பக்கமும் வரும் . 


( 


Su 


uv dx 


- 


UV1 


H YE 


- 


+ Su ve de 


இதில் u = eax , y = cos bx என்றால் , 


C = eax 


" ( பூ v bx ) - aer ( - + cos ba 

* ) 
+ fs - ( - > row we ) 


dx 


65108 61600T 8 60011:30 
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அதாவது , 


as 
62 


c [ sin ox + .cos bx1 
metal ( + ) -- [ sin be ea br ] 


eax 


.. 


[ a cos bx + b sin bx ] + K. 


a “ + b 2 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


log x { ex ( x + 1 } dx 


Se« (x + 1 ) log x dx 

Sexe( x + 1 ) log x dx = ſlog 
( log x ) { Int e * ( x + 1) } - S. ( Int e * ( x + 1 ) } dx 

$ (x + 1 ) eľ dle 


ஆனால் Int e ( x + 1 ) 


= ( x + 1 ) ex 


HA 


l et 


Xex 


ex ( x + 1 ) log x dx 


log x { x e * } 


- J. 


x ex x 


xe * , log x - e * -- . C 


பயிற்சி 


17 . 


கீழ்வரும் சார்புகளின் தொகைகளைக் காண்க : 


1. x3 ex 


2. Xa e- * 


3. ex ( x - 1 ) 


4. * 3 cos 10x 


5. x2 sin ( x + a ) 


6. 


3 * sin 2x ( B.E. 55 ) 


7 . 


cos h 3x sin 4x ( B.E. 58 ) 


8. e * sin x 


9 . 


eox sin ( bx + c ) 


10 . 


e - 2x sin 3x sin 4x 


1.1.ee - 2x cos x 
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விடைகள் 


22x 

( 4x3 


8x2 + 6x --- 3 ) + C 


8 


- e - x ( x2 + 2x -- 2 ) + e 


ல்ல் 


ex ( x2 


43 +5 ) + c 


6x 


3x2 
sin 10x + 

cos 10x - 
100 


10 


sin 10x 
1000 

6 
+ 

cos 10x + c 
10001 


-5 . 


xº cos (r + a ) + 2x sin ( x + a ) + 2 cos ( x + a ) + C 


8 . 


{ log 3 sin 2x 


2 cos 23 } + c 


( log 3 ) - 4 


குறிப்பு : 


(log 3 ) x 


( குறி 


- 


1 


7 . 


3 

sin h 3x sin 4.8 
25 


-- 


cos h 3x cos 4x + C 
25 


8 . 


ex 

( sin x + cos x ) + c 


2 


eax 


a2 + z [ a cos (bx + c ) + b sin (bx + c) ] + 


* 2 * 


e 


2x 


(( sin x 


2 cos x ) 


* 


10 


( 7sin 7x - 2 cos 73 ) + 
106 


1 


11 . 


2x - 


( sin 2x 


- 


cos 2x ) + c 


8 


* 24. வரையறுத்த தொகை ( Definite Integral ) 
வரை விலக்கணம் ( Definition ) 

| f ( x ) dx என்ற வரையறாத தொகையின் மூலச் சார்பு 
( primitive ) ( x ) என்றால் , அந்த மூலச் சார்பில் x = b , x = a 
என அடுத்தடுத்து பிரதியிட்டால் முறையே ( b ) , ( a ) 
என்னும் மாறிலிகள் கிடைக்கும். இவைகளிலிருந்து பெறப்படும் 


செய்துவ 
தொகை நுண்கணிதம் 

( b ) - ( a ) என்ற மாறிலி மதிப்பை 1 முதல் 6 வரையில் 
படும் f ( x ) - ன் வரையறுத்த தொகை என்று கூறுவர் . இதை 
b 

h 
| f ( x ) dx 

( x ) = ( b ) - ( a ) 
என்று குறியீடு முறையில் எழுதுகிறோம் . 

இதில் வரும் a , b என்பவைகளை முறையே கீழ்வரம்பு அல்லது 
கீழ் எல்லை ( lower limit ) , மேல் வரம்பு அல்லது மேல் எல்லை ( upper 
limit ) என்று கூறுகிறோம் . 

a முதல் 5 வரையுள்ள இடைவெளி, தொகைக்குரிய கட்டம் 
( range of integration ) எனப்படும் . 

இந்த வரையறுத்த தொகையின் பெறுமானமும் , y = f ( x ) 
என்ற வளைகோடு , x அச்சு , x = a , x == b என்ற குத்து ஆயங்கள் 
( ordinates ) ஆகியவற்றில் அடங்கிய பரப்பளவின் பெறுமானமும் 
ஓன்றே என்று பின்பு அறிவோம் . 

பின் வரும் மாதிரிக் கணக்குகளை நன்கு கவனித்தால் வரை 
யறுத்த தொகை காணும் முறை தெளிவாகும் . 

முக்கியக் குறிப்பு 1 : இதுவரை செய்துள்ள வகையறாத 
தொகைக் கணக்குகளில் , சில வேளைகளில் X என்ற மாறியை , 
கடைசியில் பழைய x- மாறிக்கு மாற்றியமைத்து விடை எழுதியிருக் 
கிறோம் . வரையறுத்த தொகைக் கணக்கிலும் , முதலில் X- லிருந்து 
- க்கு மாற்றி தொகையிடல் செய்து , பழையபடி -க்கு மாற்றிக் 
கொண்டு , x- ன்மேல் , கீழ் வரம்புகள் இட்டு , விடையைக் 
காணலாம் . அல்லது , x-- லிருந்து t- க்கு மாற்றும் பொழுது , x- ன் 
வரம்புகளையும் 1 - ன் வரம்புகளுக்கு மாற்றிக் கொண்டுவிட்டால் , 
( பழைய X- க்கு மாற்றாமலேயே ) , 1 - ன் சார்பாக வரும் வரையறாத 
தொகையில் -ன் மேல் , கீழ் வரம்புகள் இட்டு விடை காணலாம் . 
இதை குறியீடு முறையில் பின் வருமாறு விளக்கலாம் . 


x = u ( t ) என்றால் , dx - 


ů ( t) dt 


x = 1 ஆகும் போது , t = d என்றும் 


- 


கட 
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x = b ஆகும் போது , t = B என்றும் வைத்துக் கொள்வோம் . 


t 


b 


-- 


- 


B 


பின் , 


| 


- 
- 


- 


t 


a 


d 


I (xy dx = ] [ [ ] ] * ( 1 ) d 

( fr [ u [ y ] k ( 1 ) = 4 ( 1 ) என்றால் 


1 


B 


-- 


= [ V ( t ) ] 


t 


- 


V ( B ) - V ( ad ) 


ஒரு உதாரணத்தின் மூலம் மேலும் நன்றாக விளக்கப் படுகிறது . 
நேராக தொகையிடல் செய்து 


* -[ ---- ) | 


tan - 1 oo 


tan - 10 


O 


T 


O 


- 


என்று விடை காணலாம் . 


2 


2 


அதற்கு மாறாக , x = tan ) எனப் பிரதியிட்டால் , dx = seca da 
ஆகும் . 


H 


மேலும் , = 0 என்றால் , tang 


0 


அதாவது 9 


0 


--- 


- என்றால் , tane 


- 


- 


அதாவது 9 


/ 2 


5. அதாவது G- வின் கீழ் , மேல் வரம்புகள் 0 , 1/2 ஆகும் . 


எனவே 


| 


dx 
1 + x 


1/2 

sec ? 0 do 
1 + tanae 


x = 0 


G = 0 


T / 2 


do 


தொகை நுண்கணிதம் 
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* / 2 


[ 8 ] 


T / 2 - 0 


e = 0 


! 


m / 2 


என்றும் அதே விடை வருகிறது , 


tan - 1 


... என 


முக்கிய குறிப்பு 2 : 

0 = 1/2 என்றுதான் ஏன் 
எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் ? ( 2 n + 1 ) / 2 / 1 = 0 , 1 , 2 . 
ஏன் எடுத்துக் கொள்ளக் கூடாது என ஐயம் எழலாம் . இந்த 
மாதிரி 

மதிப்புடைய சார்புகள் ( multivalued functions ) 
வந்தால் , தலையாய மதிப்பைத்தான் ( only principal value) 
தேர்ந்தெடுக்க வேண்டும் என்பது மரபு . 


பல 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


*/ 2 


dx 
4 + 5 sin x 


0 


t 


tan 


என்றால் , dx = 


2dt 
1 +12 


மேலும் , x = 0 என்றால் , 


t = 0 


* / 2 என்றால் , t = tan n / 4 = 1 


1 


1/2 

dx 
4 + 5 sin x 
x = 0 


Š 


2dt ( 1 + t ) 
4 + 5 • 21 ( 1 + t ? ) 


dt 
4 ( 1 + t ) + 10t 


1 


1 


dt 


2 


( +2 ) - (4 ) 


- 


HE 
- 


-- 
- 


1 + 12 

8 
80 

பொறியியற் கணக்கு . 

1 

5 3 
1 

4 
log 
3 . 

5 

+ 
4 

1 
21 + 1 

0 
S 

1 
3 

6 
1 

3 
மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

1 
( tan - 1 x ) 2 

dx 
0 

tan G என்று பிரதியிட்டால் , dx sec2a da 
x = 0 ஆகும் போது , tan 9 

0 

8 0 
x = 1 ஆகும் போது , tan a 1 , 

* 4 
1 

1/4 
( tan - 
1 +2 

1 + tan ? 9 
* 

0 


4 (106 
( 109 

log : 
+ log 2 


log 


4 ) 


--- 


-- 


- 


- 


- 


2 


ſtan= _x ) dx 


+ 


NE 


- 


- 


| 


14 

02dg 


9 


- 


Fre* 7/4 


0 


= 
-- [ ( 3 ) - a ") 


* 3. 


192 


தொகை நுண்கணிதம் 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


V 


sin x cos 5 x dx 


0 


t 


cos x ds .. 


sin x என்று பிரதியிட்டால் . dt 


- 


மேலும் x = 0 என்றால் , t = sin 0 = 0 


* / 2 என்றால் , t = sin r / 2 


- 


1/2 


.. 


| 


v sin x cos5x dx 


x = 0 


- 


s 


+ sin x cos * x cos x dx 


1 


3 


- 


1 


( 1 - tº ) dt 


--- 


t = 0 


Ś 

| ( 1 - 2 : * + *) a 
- { « - = + 
[ 3 


1 


- 


- 


+ 


11 


T 


பார் 


64 


4 - 


- 


2 

3 7 . 
பொ . க . -6 


231 


- 


82 
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மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


are* + be 


K 


- 


ek என்க . 


dt 


ex dx 


tdx 


மேலும் , x = 0 என்றால் , t = e ° = 1 


8 


- என்றால் , t = e 


-- 


dt 


2 


** 

-- 
- + 

( e ) 
- *- ( - + j 
- + (n+- - - 4.-- ( s )] 

( ( 6 )] 
v : * 


1 


- 


tan - 1 


ab 


2 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 


5 


dx 


-- 


( B. Tech . 69 ) 

[xt 


* = 2 cos : 9 + 5 sin * G எனப் பிரதியிடு 
dx 

- 4 sin a cos G + 10 sing cosa = 6 sin a cos g 


= 


- 


- 


- 


- 


2 sin2 


- 


- 


X 


பபா 
--- 


10 


- 


- 


- 


***** 


- 


- 


- 


அதாவது 5 cos g 


பயன்படுத்தி 
தாகை நுண்கணிதம் 

2 cos 20 + 5sine 2 
5 sine 9 

9 3 sin " 9 
5 

2 cos - 6 

5 sin a 
5 cos9 2 cos9 3 cos : a 
மேலும் , x = 2 என்றால் , 

2 cos20 + 5 sing 
அதாவது 2 sin29 

5 sin 9 

0 
அதாவது 3 sin a 

0 = 0 . 
அதேபோல் , 

5 என்றால் , 
5 2 cos 0+ 5 sin9 

2 cos 9 
அதாவது 

Cos20 

0 

T 
5 

2 
5 

* / 2 

1/2 
8 

sinods 
1 
6 

2 . 

31 
( 22.6 - ஐப் பார்க்கவும் . ) 


- 


1 


1 


M 


- 


3 sin 0.6sin ecosa de 
3 cos - 9 


- 


- 
- 


1 


Tr * 


+ பா 
. 


2 


-- 


வந்தது 
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- 


பயிற்சி 18 . 


கீழ்க்கண்ட வரையறுத்த தொகைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க 


விடை 


1 


1 . 


-க்கா 


xe - x % dx ( P.T. B.E. ( 1 ) 


1 . 


ம 
- 


2 


2 . 


x log x dx 


s log2 - 7 


. 


1 


1 


3 . 


T / 2 

COS X dx 
1+ cos x 


3 . 


V 2 log ( v 2 +1 


4 . 


1/2 

COS x dx 
1 + sin x 


4. log2 


* / 2 


5 . 


dx 

( P. T. B.E. 71 ) 
a cos? x + b2 sinº x 


5. log 


2s ( 8 ) 


6 . 


dx 
x )11 


6 . 


2 * 


( 2 


-- 


2 42 


1/2 

dx 
7. | 

( 1 - 2x ) - 1 - x2 


1 


1 


7 . 


log ( 2 ---- 3 ) 


2 


1 


8. 


dx 
( x + 1 ) x2 


8 . 


1 


3 
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தொகை நுண்கணிதம் 


1 


9 . 


dx 
( 1 + x ) V x2 + 2 


9 . 


To 


증 


10 . 


dx 
5 + 3 cos x 


10 . 


비 
에 


0 


11 . 


dx 
5 + 4 cos x 


( P.T.B. E 72 ) 


Klos 


+ 


/ 2 

dx 
1 + 2 cos x 


1 

log ( 2 + 13 ) 
3 


13 . 


7/2 

cos x dx 
( 1 + sin x ) ( 1 + sin2 x ) 


( B. E. 71 ) 


8 


18. À log 2 + 

** * ( ) 


14 . 


2 

dx 
2 + 3 tan x 
0 


14 . 


+ 


x dx 


15 . 


( B.E. 70 ) 


15 . 


72 
15 


VI to X 


8 


dx 


16 . 


16. 7 


V 5x 


X2 


3 


17 . 


dx 
✓ Tx - 2 ) ( 3 - X 


17. 7 


பொறியியற் கணக்கு, 


86 


b 


18 . 


dx 
V ( x - a ) (b - x ) 


( B. E. 48 ) 


a 


18 . 


b 


19 . 


WAMY 


19 . 


s 


dx 
x V (x - a ) (b - x ) 


✓ ab 


a 


3 


20. ſ V 7x - 2 ) ( 9 - x ) dx 


20 . 


K00 


8 


2 


b 


21 . 


x dx 

> ) 
V ( x - a ) (b - x ) 


22 . 


N 


a2 

** 
a2 + x 


22 . 


olar 


1 


23 . 


* % dx 
V1 

X 


23 . 


8 


2 


24 . 


dx 
* ( 1 + x ) 


24 . 


2 


a to 


25 . 


ģ 


N 


dx ( B. E. 49 ) 


a 


25 . 


CE 


a 


26 . 


dx 
xtra 


( B. E. 57 ) 


X 


28 . 


ky 
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தொகை நுண்கணிதம் 


27 . 


7/2 

COS X dx 
( 1 + sin x ) ( 2 + sin x ) 


27 . 


col 
A 


28 . 


e- * cos x dx ( B. E. 51 ) 28 . 


you 


29 . 


e - 3x cos 4x dx ( P. T. B. E. 72 ) 


29 . 


25 


dx 


80 . 


aa 


2ab cos x + be ( a > b > 0 ) 


30 . 


Q2 


62 


w 


31 . 


dx 
3 + 2 sin x + cos x 


81 . 


0 


1 / V2 


sin- 1 x 


32 . 


dx 


82. - log 2 


( 1 


38 . 


1/2 

cos do 
cos + 4 sino 
0 


88 . 


중 


6 


34 . 


7/2 

cos x dx 
1 tsin ? x + sina x 
0 


ſ 


84. Ama + 5log 8 


#/ 2 


1 


35 . 


S 


1 + 2 cos x 
( 2 + cos x ) 


dx 


35 . 


0 


88 


பொறியியற் கணக்கு 


36 . 


dx 

( A > 0 ) ( B. E. 70 ) 
1 + A sin x 


0 


36 . 


VA + 1 


1 


37 . 


7/2 

sin2 x dx 
( 1 + cos x ) 2 


( B. E. 57 ) 


37 . 


7 


1 


38 . 


7/4 

dx 
1 + tan x 
0 


( B. E. 58 ) 


98 . 


oola 


+ 


log 2 


7/2 


39 . 


xsin x cos x dx ( B. E. 60 ) 


1 


39 . 


8 


1 


40 . 


sin - 1 x 
VT 
X 


dx ( P. T. B. E. 71 ) 


TT 


40 . 


8 


dx 


1 


41 . 


{ 


41. 


22 


پرده 
شد 
) 


( x2 + a ) 


7/4 


x tanº x dx ( B. E. 51 ) , ( P. T. B. E. 71 ) 


1 


42 . 


.. 


log 2 


4 


32 


tan - ix dx 

+32 


43 . 


8 


89 ) 


தொகை நுண்கணிதம் 


44 . 


r 


x ? dx 
(x² + ax) (x + b2 ( B. E. 59 ) 


0 


2 ( a + b ) 


1 


1 


45 . 


45 . 


x² dx 
( 1 + x2 ) 


8 


1 


1 


75 


dx 
1 + x 


46 . 


46 . 


_10ga + 


logº + 3V3 


8 


3 


47 . 


3 + 3x + x 
( x2 + 2x + 2 ) 2 


47. * ( * + 1 ) 


A ( x + 2x + 2 ) + B ( 2x + 2 ) 


( s puy : 3 + 3x + x 
-GT 605 ) 


1 


48 . 


V x ( x - 1 ) dx ( B. Tech . " 70 ) 


48 . 


k 
100 


8 


1 


49 . 


* V1 - x dx ( B.Tech . 68 ) 


49 . 


16 


50 . 


secx dx 
( sec * t tan x) " 


( n > 1 ) 


n . 


50 . 


na 


1 
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பொறியியற் கணக்கு 


51 . 


51 . 


dx 
e + e - x 


tan - le 


* 


- 


4 


52. | 


* / 2 

sin n cos n dx 
cosen + 3 cos 12 + 2 


52. log 


OAlgm 


* 


53 . 


1/4 

sin 20 do 
sing + cos19 


53 . 


4 


1 


x dx 


5 


54 . 


54 . 


210g2 


1 + Vx 


15 

dx 
( x - 3 ) V x + 1 
8 


55 + log : 


55 . 


56.1 ஒரு நேர் முழு எண் என்றால் 


ram 


| 


sin2x dx 


- 


| sin x dx என்று காண்பி . 


n . 


0 


25 . 


பண்புகள் ( Properties of 


வரையறுத்த தொகைகளின் 
Definite Integrals ) 


முன்பு செய்துள்ள கணக்குகளின் மூலம் வரையறுத்த தொகை 
களைக் காணும் முறையை ஒருவாறு கற்றுள்ளோம் . அந்த முறை 
யில் சில சார்புகளின் வரையறுத்த தொகைகளைக் காண்பது 
முடியாது அல்லது மிகக் கடினம் . ஆனால் வரையறுத்த தொகை 
களுக்கு சில சிறப்புப் பண்புகள் ( special properties ) உண்டு . 
அவற்றைப் பயன்படுத்தினால் சிலவற்றைத் தொகையிடல் 
எளிதாகும் . சில சார்புகளின் தொகைகாண இந்த சிறப்புப் பண்பு 
களை பயன்படுத்தாமல் செய்யும் , வேற்று வழிகளே இல்லை எனலாம் . 
எனவே வரையறுத்த தொகைகளின் சில பண்புகளை ஈண்டுக் 
காண்போம் . 


தொகை நுண்கணிதம் 


பண்பு ( 1 ) 


x = b 


| f (x) dr 


| = b 
| f (ty di 


- 


- 


நிறுவல் : 


- 


= 4 ( x ) + c என்றால் 


| f ( x) dx 

f( 
[ f ( 

f ( t ) dt 


- 


( 1 ) + c ஆகும் . 


b 


b 


ஆனால் , 


| f ( x ) dx 


[ p ( x ) + ] = 9(b)--P(1) 


p ( x ) + c 


X = d 


அதேபோல் 


t = / 


- 


[ fri ) di 


= 


- 


[ 9 ( 1 ) + c ) = 9 ( b ) - ( 4 ) 


t = a 


ஆகையால் , 


x = 6 


t = b 


s x 


f (x ) dx 


| f (i) di 


- 


முக்கிய குறிப்பு : மேற்கூறிய பண்பு ( 1 ) -லிருந்து , வரையறுத்த 
தொகைகளின் மதிப்பு , தொகைச் சார்பின் மாறியைப் பொறுத்தது 
அல்ல என்றும் , ஆனால் தொகைகளின் வரம்புகளைத் தான் 
பொறுத்தது என்றும் தெளிவாகிறது . 


( The value of a definite integral is independent of the 
variable of integration , but dependent on the limits of integration ) 
இதனால் , வரையறுத்த தொகைகளில் வரும் மாறியை , பொம்மை 
மாறி ” ( dummy variable ) என்று கூறுகிறோம் . 


பொறியியற் கணக்கு 


92 


பண்பு ( 2 ) 


ſro 
[ f(x ) dx 


--- 


. I f (x ) dx 


ca 


b 


இது வெளிப்படை உண்மை . 


பண்பு ( 3 ) . 


b 


b 


( 


| f ( x ) dx 


f ( x ) dx + | f ( x ) dx 


C 


நிறுவல் : 


f ( x ) dx 


-- 


( x) + E என்றால் 


b 


| f ( x ) dx 


( b ) - ( 1) 


a 





j f ( x) dx 


( c ) - P ( a ) 


| f (x) dx 


- 


P ( b ) - P ( c ) 


- 


C 


h 


[ f ( x ) dx + [ f (x) dx = * [ h ) – ? ( a) 


a 


C 


b 


| f ( x ) dx 


இது மாதிரியே இந்த முடிவை விரிவுப்படுத்தலாம் . 


- 


Cl 


| f ( x ) dx = | f ( x ) dx + 


... 


Cl 


| f x 


S 


- 


- 


- 


வரையறுத்த தொகை காண வேண்டி வரும் . அதனால் இதை 
தொகை நுண்கணிதம் 

93 . 
h 

f (x ) dx + 
b 

f ( x) dx . 

Cn 
பண்பு ( 4 ) . 

f ( x ) dx f ( a - x ) dx 
நிறுவல் : 

வலப்பக்கத்துத் தொகையில் t = a - x என்றால் 
dt dx ஆகும் . மேலும் x = 0 என்றால் , t = a 

x = a என்றால் , t = 0 

0 
.. 

0 

f ( x ) dx: [ பண்பு ( 1 ) 
ஆகவே | f ( x) dx | f ( a - x ) dx. 

0 
குறிப்பு : வரையறுத்தத் தொகையின் பண்புகளில் மிகச் 
சிறப்பானது இது இதைப் பயன் படுத்தியே பல சார்புகளின் 


a 


| f ( a - x ) de 


| fl) ( -di ) 


- 


- 


X 


| f(l) d ( பண்பு (2) ] 
Š 


-- 


-- 


- 


நன்றாக நினைவில் கொள்ள வேண்டும் . 


பொறியியற் கணக்கு 


வரைவிலக்கணம் ( Definition ) : 

( i ) f ( - x ) = f ( x ) என்றால் , f ( x ) என்பதை 
சார்பு ( even function ) என்கிறோம் . 


இரட்டைச் 


( ii ) 1 ( - x ) = - f ( x ) என்றால் , f ( x ) என்பதை ஒற்றைச் 
சார்பு ( odd function ) என்கிறோம் . 


தொகைச் சார்புகள் ஒற்றை அல்லது இரட்டைச் சார்புகளாக 
இருந்தால் , சில வரையறுத்த தொகைகளைக் காண கீழ் வரும் 
பண்புகள் மிக்க பயனுடையதாகும் . 


பண்பு ( 5 ) . 


f ( x ) என்பது இரட்டைச் சார்பு என்றால் , 


f ( x ) dx 


- 


2 [ f ( x ) dx 


21 


நிறுவல் : 


frve - free + fray a 


l 


A 


- 


11 + 1, என்போம் . 


1. - ல் , t = -- x என்று பிரதியிட்டால் , 

dt = - dx ; மேலும் x = - a என்றால் , t = a 


x = 0 என்றால் , 


t 


0 


வ 


0 


a 


1 , 


- 
| 1( -1)(- di) = [ ( 1 ) <k [ பண்பு ( 2 ) ] 


. 


a 


a 


[ f ( -x ) dx ( பண்பு ( 1 ) ] 


- raa 


f ( x ) dx [ .. f ( -x ) = f ( x ) ] 
0 


95 


தொகை நுண்கணிதம் 


( அ - து ) 1 , = " 1 , 


| f ( x ) dx = 1 + 1 = 2 1 


a 


11 


2 


efse 
[ 1(c) 


f ( x ) dx 


பண்பு ( 6 ) . 

f ( x ) என்பது ஒற்றைச் சார்பு என்றால் , 


[ f ( x ) da 


0 


- 


நிறுவல் : 


| f ( x ) dx + [ f ( x) dx 


வா 
-w 


11 +1 , என்போம் . 


11 -ல் , t = - x என்றால் , dt = 


dx ஆகும் . 


மேலும் , x = 


- 


t 


a என்றால் , 


- 


a 


x = 0 என்றால் , 


O 


11 


- 


[ f(-1) ( - di ) = [ ] ( _ t) dt [ பண்பு ( 2 ) ] 


f ( - x ) dx [ பண்பு ( 1 ) ] 


-- 
-- fro 


( 1 ( x) dx [ :: 1 :( - x ) = - f ( x ) ] 


--- 


. 


பொறியியற் கணக்கு 
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- 


ப 


-- 1 , 


( அ - து ) I 


-- 


| f ( x ) dx = 


-1 , +1 , = 


பண்பு ( 7 ) . 


f ( a -- x) = f ( x ) ஆனால் 


a / 2 


f( x) dx 


| f ( x ) dx 


நிறுவல் : 


a 


- 
- 


[ f (x ) dx 


a / 2 
f ( x ) di + 

a / 2 
I +1 , என்போம் . 


[ f 


- 


dx 


- 


1..ல் , t = a – x என்று பிரதியிடு , dt 


a 


t 


மேலும் , x = என்றால் , 

2 


2 


x = a என்றால் , t = 0 


0 


: . 1 , 


[ f (a - t) ( - di ) 


4/2 


a / 2 

f ( a - 1 ) dt [ பண்பு ( 2 ) ] 


- fre-s) as 

| 1(4-x) disc ( டண்பு (1) 
- கை 


- 


x ] 


- 


- 
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தொகை நுண்கணிதம் 


( அ - து ) 1 , = I1 


--------------------------- 


a 


a / 2 

f ( x ) dx 


21 


2 


f ( x ) dx = 1 +1 } 


--------... ---------- 


பண்பு ( 8 ) 

f ( a - x ) = - f ( x ) ஆனால் , 


a 


[ ff ( x ) dx 


ds = 6 


நிறுவல் : 

a / 2 
[ f ( x ) dx = f ( x) dx for [ f ( x) dx 

42 
11 + 1 , என் போம் . 


வை 


-- 


dix . 


1 , -ல் , t = a - x என்று பிரதியிட்டால் , dt = - 


4 


t 


- 


மேலும் , x = என்றால் , 

2 


சவ 


x = 3 என்றால் , t = 0 


0 


1 . 


al2 
[ f (a - 1 ) ( - di ) = / f (a - i ) di 
al2 

[ பண்பு ( 2 ) ] 


a / 2 


f (a - x ) dx [ பண்பு ( 1 ) ] 


O 


a / 2 


- f ( x ) dx [ : f ( a - x ) = -- f ( x ) ] 


O 


பொ . க , -7 


-- .. 


பொறியியற் கணக்கு 


( அ - து ) 12 


- 


11 


- 


- 


[ f 
[ f(x ) dx 


- 


துணை முடிவுகள் : 
n எந்த எண் ஆனாலும் 

/ 2 
Sinrx dx 

cost x da [ பண்பு ( 4 ) ] 


*/ 2 


- 


0 


0 


n எந்த எண் ஆனாலும் 

m / 2 
| sin " x dx 

sin " x dx [ பண்பு ( 7 ) ] 
0 


| 


3 . 


1 இரட்டை முழுவெண் என்றால் 

/ 2 
cos " x dx 2 / cos " x dx [ பண்பு ( 7 ) ] 
0 


/ 


-- 
- 


1 ஒற்றை முழு எண் என்றால் , 


cosix dx 


0- [ பண்பு ( 8 ) ] 


0 


5. ( cos x ) - ன் படி இரட்டை முழு எண் என்றால் 


| 


sinm x cosa x dx 

. 


-- 


1/2 
2 

sinm x cos " x dx 
O 

( n இரட்டை ) 


. 


6. ( cos x ) - ன் படி ஒற்றை முழு எண் என்றால் , 


77 


sinmx cost x dx = 


( 1 ஒற்றை ) 


0 


தொகை நுண்கணிதம் 


99 


மாதிரிக் கணக்கு 1 : 

* / 2 

sin " x dx 

sin " x + cost x 
0 


*/ 2 


I 


sinn x 
sin " x + cos " x 


dx என்க . 


பண்பு ( 4 ) ஐப் பயன்படுத்தினால் , 


* / 2 


sinn 


(( * - *) as 


I 


%3 


0 


sin " 


( 


2 


-X ) 


+ cos ? 


1/2 


( அ - து ) I = 


cos " x dx 
cos " x + sinn x 


( 2 ) 


0 


( 1 )-ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் கூட்டினால் , 


21 


T / 2 

sinr x + cos " x 

sin " x + cos " x 
0 


dx 


* / 2 


dx = 


T / 2 


- [ * ] 


0 


T 


( அ - து ) 2 / = 


2 


ல- 


= 7 


குறிப்பு : மேலே செய்த கணக்கில் , உண்மையிலேயே நாம் 
தொகையிடல் செய்ய வில்லை என்பதைக் கவனிக்கவும் . ஆனால் 
பண்பு ( 4 ) -ஐப் பயன்படுத்தி , நேரிடையாக தொகையிடல் செய் 
யாமல் , விடையை எளிதில் கண்டிருக்கிறோம் . 
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பொறியியற் கணக்கு . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


T 


x sin®x dx 
1 + cosex 


... 


.. 


( 


பண்பு ( 4 ) -ஐப் பயன்படுத்தினால் 


I 


( * - x) sinsx dx 

1 + cos2x 


( 2 ) 


... 


.. 


( 1 ) + ( 2 ) ; 21 = 


ñ dx 
1+ cos x 


- 

- 
- 
-IN 
- 

- 
- 

- 
-யா 

பாபு 
- 


* 


II 


kou 


dx 
1 + cos x 


ஆனால் 


1 
1+ cos ? ( W 


1 + cos - 


1 
1 + cos x 


ஆகவே பண்பு ( 7 ) -ஐப் பயன்படுத்தலாம் . 


ஈ / 2 


m / 2 
ஈ 

secºx dx 
see ^ x + 1 


dx 
1 + cos2x 


T = x 


இதில் , t = tan x என்று பிரதியிடு 


dt = sec = x dx 


x = 0 என்றால் , 1 = tan 0 = 0 


2 

2 


Ogrom H1600T 8600f 5 L 


... 


-ਪੰਜ ਜਲੌ 
- [ * ] 


- o 


- 


( tan - 100 


tan - 10 ] 


V 2 


T 


- * [ - ] 


2 


( 91-9 ) 


2 V 2 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

7/2 
I sin 2x . log tan x . dx 


Og 


( 1 ) 


0 


பண்பு ( 4 ) -ஐப் பயன்படுத்துக . 

7/2 
I 

sin ( * - 2x ) log tan 


( 


x) dx 


2 


7/2 

sin 2x log cot x dx 


I 


DOC 


( 2 ) 


7/2 
( 1 ) +- ( 2 ) ; 21 = sin 2x { log tan x + log cot x } . dx 


0 


I 


sin 2x log ( 1 ) dx 


l = 0 


I = 


( 
1 
) 


.. 


- 


log sin 


-x ) 


1/2 


( 
2 
) 


... 


... 


20 
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பொறியியற் கணக்கு 
மாதிரிக் கணக்கு 4 . 
log sin x dx ( Kerala 64 ) 

1 
0 
பண்பு ( 4 )-ஐப் பயன்படுத்தினால் 

I 
( அ - து ) I = 

log cos x dx 

m / 2 
( 1 ) + ( 2 ) ; 2 = ( log sin x + log cos x) dx 

ஈ / 2 

log ( sin x cos x) dx 
* / 2 

1 

sin 2 x dx 

1 
21 = | 

log sin 2x dx 
2 
0 

1/2 
1 

1 

-- 
2 

2 2 
வலப்பக்கத்துத் தொகையில் , 1 = 2x என்று இடு 

0 ; x 


- 


- 


ஈ / 2 


( log : 


slog sin 2x dx 


-- 


என்றால் 


-- 
- 


- 
- 


t = * ஆகும் . 


தொகை நுண்கணிதம் 
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1 


1 


log sint 


dt 


2 


t = 0 


/ 2 


log sin t.dt 

[ பண்பு ( 7 ) ] 


! - # 109 ( 3 ) + : | 
- + 10s ( 2 ) + 2 / 

= 
( அ - து ) 1 = T log ( 1 ) + 2 / 
+ 1 = + log ( 2 ) 

= " los ( 3 ) 


I 


குறிப்பு : 


Š 


ஈ / 2 

log cos x • dx 


log sin x dx 


மாதிரிக் கணக்கு 5 : 


1 


I 


f 


log ( 1 + x ) 

1 + 2 


dx ( B. E . 58 ) 


இதில் x = tan 9 என்று பிரதியிடுக ; dx 


- 


Secode 


x = 0 என்றால் , 


tana. 


-- 


0 


4 


x = 1 என்றால் , tan a 


1 


9 


- 


4 


1/4 
log ( 1 + tana ) 

secode 
1 + tan26 


S 


T / 4 
( அ - து ) I = - log ( 1 + tan a ) dg 

0 


" க 
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பொறியியற் கணக்கு 


பண்பு ( 4 ) ஐப் பயன்படுத்தினால் , 


- 1 = { + - ( # -*}} 

} 
} 


log 


1 + 


1 tan o 
1 + tane 


do 


* / 4 


log 


1 + tana 


r / 4 


--- 


| ( log 2 ) - do - | 


log ( 1 - tana ) de 


( அ - து ) I = 

( log 2 ) 


21 


-- 


log 2 


I 


log 2 


8 


மாதிரிக் கணக்கு 6 ; 


log ( x + + ) + 


இதில் x = tan g எனப் பிரதியிட்டால் , dx = secode 


x = 0 என்றால் , tan a 


. 


0 


9 = 0 


x = 0 என்றால் , tan G 


9 


-- 


= * 


--- 
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தொகை நுண்கணிதம் 


dx 


- Firs (x++ ) * 


1 +2 


= log ( tan 0 + cos o ) . do 


0 


T / 2 


log 


( 


sin : 9 + cos " 0 

sin ecosG 


2 ) 


do 


T / 2 


T / 2 


in 


* 


log cos o do 


0 


| log sin 0 4G 
- * log ( 1 ) - " 103-3 


( மா.க. ( 4 ) - ஐப் பார்க்கவும் ) 


= 


-- 


* log 


( 2 ) 


= r log 2 


பயிற்சி 19 . 


கீழ்வரும் வரையறுத்த தொகைகளின் மதிப்புகளைக் கணக் 
கிடுக . 

ஈ / 2 
dx 
1 . 

( a > b > 0 ) 

2 . 
( 

log tan 
+ b COST 


( 


Q 


m / 2 
log cot x dx 


( ( 

log ( 1 + cos x ) dx 


T / 2 


T 


5 . 


dx 
1+ tan x 


6 . 


* tan x dx 
sec x - tan * 
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பொறியியற் கணக்கு 


76/2 


* dx 


8 . 


sin x + cos x 


x sin x dx 
1 + cos x 
( B.E. 56 59 ) 

( Kerala 66 ) 


9 . 


7/2 
sina x dx 

10 . 
sin x + cos X 

( B.E. 54 ) 


fx sit 


x sinº x dx 


8 


12 . 


7/2 
( sin x ) 

dx 
( cos x ) * + ( sin x ) 

( B. E. 63 ) 


* dx 
1 + sin x 

( B. E. 58 


9 


Š 
Com 


x dx 


x dx 


13 . 


14 . 


aa cosa x + b2 sin ? 


X 


0 < e < 1 
1 te sin x 

( B. E. 50 ) 


1 


x sin - 1 


X 


x2 sin - ix 
V1 - x ? 


15 . 


16 . 


V1 


x2 


1 


1 


8 


sin- ix 


17 . 


dx 


18 . 


( cot- 1x ) dx 


0 


1 


19 . 


ſ X ( 1 — x )" dx 


20 . 


( 1 + x ) ( 1 + x ) 


b 


b 


21 . 


S f ( x ) dx = s f(a + b.– x)dx sisi u Sr QT d . 


318 (6060 


, | 


n - 1 * 

ri 

x sinºx dx - LOSS . 5 /T 500T , 
/ n 


எனவே 


தொகை நுண்கணிதம் 
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டைகள் . 


1 . 


2 . 


0 


Va + 62 


3 . 


0 


4 . 


+ 


log 


( 2 ) 


5 . 


6 . 


( m 


2 ) 


. 


2 


7 .. 


* 


8 . 


log ( 2 + 1 ) 
2 V2 


4 


9 . 


10 . 


log ( 12 + 1 ) 


2 
3 


-- 


11 . 


2 


ஈ ? 


12 . 


18 . 


2 ab 


T 


ee 


14 . 


[ 1 


--- 


tan - 1 


- ) 


2 


1 


-- 


- 


15 . 


16 . 


0 


17 . 


* 


log 2 


18 . 


* log 2 


4 


19. (n + 1}{x + 2) 


20 . 


- 


( குறிப்பு கணக்கு 18 : xx cot 9 என்று இட்டால் , dx 
cosec 000 ஆகும் . மேலும் , 

மேலும் , x = 0 என்றால் , 9 m / 2 , x = 
என்றால் , 0 ஆகும் . 


க 


- 


( cot - 1x )" ds 


9 


-- 


cosec20 ) do 


- 


. 


W / 2 


j 
- rearers- [ or - aa ) 

( 


m / 2 


28 ( - cot a ) dei 


-- 
-2 / 


- 


2 ( 9 ( log 


பா 


* 10 


உண்டாக்கும் முறைகளைத் தெரிந்து கொள்ள வேண்டும் . 
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பொறியியற் கணக்கு 
R / 2 

சு / 2 
o coto do 

9 ( log sin a ) 

1 • log sin a da 
0 
1 1 
log 

* log 2 
$ 26 . அடுத்தடுத்து சுருக்கும் தொகைச் சூத்திரங்கள் ( Reduction 

formulae of Integration ) 
சில சார்புகளை நேரடியாகவோ , அல்லது இதுவரை கண்ட 
சூத்திரங்களைப் பயன் படுத்தியோ , விடை 

முடியாது . 
அப்போது அவைகளை அதே உருவத்தில் உள்ள , ஆனால் சில 
படித்தரம் குறைந்துள்ள சிறிது சுருக்கப்பட்ட தொகைகளுடன் 
தொடர்பு படுத்த முடியும் . மேற்கண்ட தொடர்பைப் பயன்படுத்தி 
மேலும் சுருக்கப்பட்ட தொகை காணலாம் . இம்மாதிரி தொடர்பு 
காணும் சூத்திரங்களை அடுத்தடுத்து சுருக்கும் தொகைச் 
சூத்திரங்கள் ( Successive reduction formulae ) என்று அழைக் 
கிறோம் . இந்தச் சூத்திரங்கள் எல்லாவற்றையும் மனப்பாடம் செய்ய 
வேண்டிய அவசியமில்லை . 

ஆனால் மேற்படி சூத்திரங்களை 


காண 


8261. 1. = 


xf eax dx ( n ஒரு நேர் முழு எண் ) 


1 


[ x 
1. = x ( 2 ) - frx 

s 


eax 


) 


das 


a 


1 


11 


chlees 


xn - 1 


cax 


வலப்பக்கத்துத் தொகையில் - X- ன் வர்கத்தில் 1 படி குறைந் 
துள்ளது காண்க . 

மேலும் இந்தத் தொகையும் கொடுத்தத் 
தொகையும் ஒரே உருவத்தில் அமைந்துள்ளதையும் கவனிக்க . 
எனவே இதை / -1 எனக் குறிப்பிடலாம் . 


* 1. = " rer - 1 -- 


In - 1 


தொகை நுண்கணிதம் 


109 


இது 1. ஐயும் , In- 1 ஐயும் தொடர்பு படுத்துகிறது . எனவே 
இது தான் நாம் விரும்பிய அடுத்தடுத்து சுருக்கும் சூத்திரம் . 


இந்தச் சூத்திரத்தைத் திரும்ப திரும்பப் பயன்படுத்தினால் , 
x- ன் வர்க்கம் குறைந்து கொண்டே போய் 


1. = 1 


xo eax dx 


- 


1 


eax 


CA 


என்பதில் முடிவடையும் . 


xi sin ax dx ( 1) ஒரு நேர் முழு எண் ) 


1 . 


11.xn - 1 


$ 26-2 . I. = /| x " 
= 8 " ( - - cos as) - | 22-- ( -- cos ar) * 

s 
[ x- ( + sin as) 
- frn- 1) --- ( )க ) 


xer 


11 


cos ux + 


xn - 1 cos ax dx 


- 


- 


R 


- 


--- 


COS axt 


nxn - 1 


-- 
- 


- 


cos ax + 


sin ax 


a2 


1 ) 


nan 

a12 


S 


x - 2 sin ax * dx 


xn . 


x - 1 


In 


cos ( x + 


11 ( n - 1 ) 


sin ax 


In 


வ 


Q 


ge 


82613 . 


xn cos x dx ( 1 முழு எண் > 0 ) Kerala 63 


--- 
--( rcan ]""- ". --கன் 


பொறியியற் கணக்கு 


= ( 5 ) " - " ( { * - (- cos x)} ) 


N / 2 


( n-- 1 ) xh- ” ( -- cos x ) dx 


= ( " ) -- ( ( 0 - 0 ) + (4- 1 ) 1.--) 
(அ -து ) In- ( 2 ) - 1( 1- 1) ..- 


குறிப்பு + மேற்படி கணக்கில் 18 - ன் மதிப்பு வேண்டும் என்றால் , 


3 


13 


* 


( 1 


2.11 


* cos x dx 


* / 2 


x ( sin x ) - 1- ( --- cos x ) 


ஆனால் 1 = 1 

= [x ( sin x ) 

* 
1. - (2 ) - 6 ( -1 ) = " " 


) 


O 


1 


31 + 6 . 


இந்தக் கணக்கை பெர்னுல்லியின் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 
யும் செய்யலாம் . 


264 ( a ) - 


sin " x - dx ( 12 முழு எண் > 0 ) 


: S sin 
1. = fain -1 

Sino -4 x ( - cos x ) -- [[(n- 1) sinn-ex+ cos x ] 


X i sin x dx 


- 


( - cos x ) dx 


தொகை நுண்கணிதம் 
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- 


sin -- x cos x ( m - 1 ) sin --- x cos x ds 
sinn - 1 x cos x + ( n - 1) 


sinna 


x ( 1 - sin2 x ) dx 


( அ - து ) 

In 


sinn - 1 


X . cos x + ( n 


1 ) - , 


-- 


( n - 1 ) I. 


( 1 + n - 1 ) In - 


sinn - 1 


x cos x - + ( n - 1 ) In - 2 


11 


In 


1 

sini - 1 . COS X + 
17 


1 In - 2 


--- 


17 


26.4 ( b ) In 


- 
-- 


m / 2 
sino x dx . ( n முழு எண் > 0 ) 

( Kerala 64 ) 


மேல்கண்ட சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தினால் , 


11 


1 


- ( - + sir-- x cos x 


- - . 


1. - 3 


17 


1 


n - 1 


= ( 0 - 0 ) + 


in 


12 


1 


1 


. 


( அ - து ) I 


- 
- 


In 


- 


வகை ( 1 ) [ case ( 1 ) ) : n ஒரு நேர் ஒற்றை எண் என்போம் . 


11. 


1 


11 


பின்பு , 


In - 4 


11 


17 


1 


5 


In - 6 


T 


n 


2 


11 


- 


= 


17 


1 


12 


3 


T 


2 


- 


வல் 


11 


72 


77 


1 


பொறியியற் கணக்கு 


1 1 2 


78/2 


2 


/ 2 

sin x dx = [ – cos x ] 


1 


ஆனால் 11 


- 


1 


N 


3 


72 


- 


In 


3 


N 


72 


mm . ( 2 ) ( case ( 2 ) ] n 36 661 


இரட்டை எண் என்போம் .. 


n 


1 


- 


In 


In - z 


12 . 


n2 


1 


72 


9 


In - 4 


n 


n 


2 


1 


N 


1 


3 


5 


1 


12 


m . 


N 


To 


• 


www 


n 


2 n 


4 


*/ 2 


7/2 


1 


. 


S 


* M50, 1o = S ( sin x )" dx 

g 


dx 


ola 


1 


N 


N 


71 


5 


1 


no 


n 


72 


2 


$ 26-5 . ( a ) In = 


cos " x dx ( n by STRY > 0 ) 


S 
ES 


In 


COS" -1 


x 


Cos X dx 


COS- ? x ( sin x ) 

1 ) cosa 

( --sin x ) ] (sin x ) dx 
cos - 1 x sin x + ( n = 1 ) 

s coso -2x :( 1 - cose x ) dx 
( 84-8 ) In cosh- 1 x sin x + ( n = 1 ) 1. - ( 11-1 ) I 

nin cos - 1 * sin x + ( n - 1 ) In - 2 
In 

cosh -1 x sin * mit In- , 


1 


n 
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1/2 

cost x da ( n ழுமு எண் 0 ) 


8 26 • 5 ( b ) In = 


வரையறுத்த தொகைப் பண்பு ( 4 ) -ஐப் பயன் படுத்தினால் 


* / 2 


cos x dx 


sinn x dx 


என்பது தெளிவு . எனவே $ 26.5 ( a ) - ல் உள்ள விடைதான் 
( n ஒற்றை அல்லது இரட்டை முழு எண் என்றாலும் ) கிடைக்கும் .. 
எனவே , 


* / 2 


11 


1 


1 


cos " x dx 


- 


10Co 


: 


( 1 ஒற்றை முழு எண் ) 


11 


1 


- 


11 


- 


100 


1 
2 


12 


- 


2 


( 1 இரட்டை முழு எண் ) 


822.6 Im n = 


= / 


sinm x cost xdx ( m . H 


ரண்டும் நேர் 


முழு எண்கள் 


. 


( அ ) இந்தத் தொகையில் ( sin x ) - ன் வர்க்கத்தைக் குறைக் 
கலாம் அல்லது ( cos x ) - ன் வர்க்கத்தைக் குறைக்கலாம் . முதலில் 
( cos x ) - ன் வர்க்கத்தைக் குறைத்து சூத்திரம் காண்போம் . பின்பு 
( sin x ) - ன் வர்க்கத்தைக் குறைத்து சூத்திரம் காண்போம் . 


Im ; n 


sinm x cost - 1 x . cos x dx 


Fsion 
= Jcos 


cosn -1 . 

x . ( sinm x cos x ) dx 


( cosn - 1 x ) [ Int ( sinm x cos x ) ] 


J [(n - 1) cost -- x (-sin x )] [ Int sinn x cos x ] dx 


பொ.க. - 8 
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பொறியியற் கணக்கு 


sin m + 1 


Cosn - 18 


m + 1 


sinm + 1x dx 

T /17 +1 


71 


+ ( n - 1 ) | 

> < cosr--- x . sin x ) 
.S 

Jcost 


cosr - 1 x sinm + 1 x 

+ 
in + 1 

m + 1 


cosr - 2 x . simm x . sin x dx 


- 


11 


- 


1 


sinm + IX Cos - 1 

in + 1 


- 
-பாக 


cosn - 2x • sinrx ( 1 - cos x ) dx 


+ 


7 +1 


11 


1 


+ 


11 


1 


Im , A 


sinm + 1 x cosi - 1 x 

Fr +1 


Iman - 2 


Im , n 


-- 

m + 1 


Trn + 1 


f 


1 


( 1 + + + 


+1 ) 


Imam 


sinm + 1 x cosr - 1 x 

1 + 1 


Im , 


1 


m + 1 


17-1 


11 


Im, 


Im , = sinm + 1x cost - 1 x 

1 

( அ ) 
n + 7 

TI +2 
( sin x ) - ன் வர்க்கத்தைக் குறைத்து வரும் சூத்திரம் பின்வருமாறு 
கிடைக்கும் . இதைப் பயிற்சியாக எடுத்துக் கொள்ளவும் . 


Sinm - 1 x cosn + 1 x 

1 

+ 
mt n 

mtn 


Im , 


--- 


Im- ) , 


( ஆ ) 


- 
-- 


n 


- 


sinm x cosh x dx 
8267 Im , 

( m- ம் , 11 - ம் , நேர் முழு எண்கள் ) 
குறிப்பு : வரையறுத்த தொகைப் பண்பு ( 4 ) -ஐப் பயன்படுத் 
தினால் 


m / 2 


7/2 


Im , n 


sinm x cosh x dx 


cosmx sinrix 


- 
நான 


In , m 


0 
என்று உணரலாம் . 


இப்போது $ 22-6 - ல் ( அ ) சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்து 
வோம் . ( ( ஆ ) -ஐப் பயன்படுத்தினாலும் அதே விளைவு தான் ] 


1/2 


1 


--- 


Im , n 


Sinm + I Cosm - 1 

m + 


பா 


Im - 2 


m + 1 


+-1.1.47FT TTS 


தொகை நுண்கணிதம் 
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அதாவது , 


Im , n 


பேய் 


Im , n - 2 


Ph - 1 


வகை ( i ) : - n ஒற்றை நேர் முழு எண் என்போம் ( m ஒற்றை 
அல்லது இரட்டை நேர் முழு எண் ) சமன்பாடு ( இ ) - மூலம் , 


T 


1 


Im , n 


Im , 


mtn 


11 


-- 


1 


n 3 
m + I 2 


Im , n 


m + n 


11 


1 


3 


- 


* 


5 


- 


712 + n 


m - 1 


2 


m - 11 


man 


* 


-- 


= 


* . 


11 


1 


2 


- 
- 


. 


12 3 
Im - n 2 


mtn 


5 
m + 17 


Im , 1 


m2 + 3 


ஆனால் , 


I m , i 


- 


sinm x cos x dx 


- 


1 


[ 


sin xm + 1 
71 + 1 


T + - 1 


O 


17 


- 


1 


1 


Im , 


-- 


m - 17 


m fin 


17 5 
F - 17 

2 


- 


1 
m + 1 


111 + 3 


இதையே கீழ் வருமாறு எழுதலாம் . 


17 


1 


Im , n 


2 


1 


- 


பார் 


3 
m + 71 


m + n 


- 


m +3 


1 +1 


3 


177 1 
In - 1 


n . 


--- 


அதாவது , 


Imin 


( 1 - 1 ) (n - 3 } .... . ( 12 - 1 ) ( n = 3 ) ... 2 

( m + n ) ( m + n- 2 ) ( in + n -- 4 ) 


( 1 ) 
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வகை ( ii ) : - 71 ஒற்றைப்படை நேர் முழு எண் என்போம் . 
( n ஒற்றை அல்லது இரட்டை நேர் முழு எண் ) . 


In , a = In , m என்று நாம் ஏற்கெனவே காட்டியிருக்கிறோம் . 
ஆகையால் இந்த வகைக்கும் மேலே கிடைத்த விளைவு ( 1 ) தான் 
வரும் என்று எளிதில் அறியலாம் . 


வகை ( iii ) : -m , n . இரண்டும் இரட்டை நேர் முழு எண்கள் 
என்போம் . 


சமன்பாடு ( இ ) -லிருந்து , 


11 


1 


Im . - 


10 . 


mfano 12 


M 


1 


71 


3 


Im , 


. 


- 


in + 1 


m + 11 


.. 


1 


77 


- 


1 


. 


11 

1 
m + 12 


Im , 0 


111 + n 


111 + 2 


m / 2 


ஆனால் , Im , 


- 


Sinmx ( cos x ) dx 


m / 2 


sinm x dx 


ዝተረ 


1 


5 


- 


m 


-ல 


. 


- 
-- 


1.க 


வ 


21 


m 


- 


112 


--- 


வகை ( 2 ) ஐக் 


( m இரட்டை நேர் முழு எண் 826.4 ( b ) 
கவனிக்கவும் ) . 


1 


11 


--- 


-- 


Im , n 


- 


n + 11 


mt n 


1 


1 


1 


1 


3 
2 


* 


--- 


- 


... 


m 


m1 + 2 


11 


2 


- 


பா 
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- .. 


அதாவது , Imin 

( m - 1 ) (in --3 ) ... 3.1 . ( n - 1 ) ( n -- 3 ) 
( m + n ) ( m + -2 ) ( 17 + n - 4 ) 


3.1 


- 
- 


( 2 ) 


. 


4.2 


2 


.. 


... 


என்று 


இந்த மூன்று வகைகளில் இருந்து , 17 , 11 இரண்டும் இரட்டை 
நேர் முழு எண்கள் ஆனால் , சூத்திரம் ( 2 ) -ஐயும் , ஏதாவது ஒன்றோ 
அல்லது இரண்டுமே , ஒற்றை நேர் முழு எண் ஆனால் , சூத்திரம் 
( 1 ) -ஐயும் பயன்படுத்த வேண்டும் 

தெளிவாகிறது . 
( 1 )-ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் கூர்ந்து நோக்கினால் , இவைகளின் உருவ 
வேற்றுமை அதிகம் இல்லை என்று தெரிகிறது . ஆகவே ( 1 ) -ஐயும் 
( 2 ) -ஐயும் சேர்த்து பின் வருமாறு 

நினைவில் வைத்துக் 
கொள்ளலாம் . 


/ 2 


| sin x cost x dix 


- 


( m - 1 ) 1-3 ) ..... ( n - 1 ) ( n - 3 ) 
( m + n ) ( m +-n- 2 ) ( m -- h - 4 ) 


இங்கே , K = 


112 , 17 


இரண்டும் 


ரட்டை நேர் முழு 


எண் என்றால் , 


அல்லது , K = 1 , அப்படி இல்லாவிட்டால் 


குறிப்பு ( 1 ) : - இந்தச் சூத்திரம் m = 

1 

0 
வகைகளுக்கும் பொருந்தும் . 


குறிப்பு ( 2 ) : - இந்தச் சூத்திரத்தை வாலி சூத்திரம் ( Walli s 
formula ) என்ற பெயர் பெறும் . இதை மனப்பாடம் செய்வது 
அவசியமாகும் . 


உதாரணம் ( 1 ) . 
1/2 

x 


4 


8 


" 


. 


2 
9 


5 3 1 
75.31 


- 


11 


693 


4 


* / 2 

sin * x cos2 x dx 


1 


. 


உதாரணம் ( 2 ) 


| 


* 


-- 


1 
6.4 


* 


32 


- 


போ 


-- 
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உதாரணம் ( 3 ) . 


ſ sin ’ x dx 


T / 2 

6. 4 , 2 . 
sin ? x dx = 

7. 5 .3 , 1 


பா 


16 
35 


T / 2 

9.7.5.3.1 
cos10 xdx = 

10.8.6.4.2 


63ா 


உதாரணம் ( 4 ) . 


2 


512 


$ 26 • 8 ( a ) 1 . 


tan " x dx ( n முழு எண் > 0 ) 


tann - 2 x . tanex dx 


s 
In = | 

s 
ſ tann- ? x • secº x dx 
( 


tann - 2 x ( sec x -- 


1 ) dx 


- 


(S 


tann 


x dx 


tn - 2 dt - In- , ( t 


tan x ) 


tn - 1 


- 


1 


1 


1 


எனவே , 1 . 


- 


tanr - 1x 


+ 


In - 2 


12 


1 


i 


5 26-8 . ( b ) I. = 


s 


cot " x dx ( 1 முழு எண் > 0 ) 


மேலே 8 22.8 ( a ) - ல் விளக்கிய முறையில் தொகையிடல் 
செய்தால் கீழ்வரும் சூத்திரம் கிடைக்கும் . 


1 


In 


cotn - 11 

X 


- 


In - 2 


T 


- 


1 


5 26-9. ( a ) 1 , = | secr x dx { n முழு ஏண் > 0 ) 


I. 


(s 


secr - 2 x sec2 x dx 


$ 1608 56/ soor 8600f su 
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sec . 2 


X 


tan x 


s [ ( n— 2 ) seca - 8 x • sec x tan x ] 


tan x . dx 


- seca - 2 X • tan x 


( n − 2 ) | 


sech - 2 ( sec ? x 


1 ) dx 


In 


sech- 2 


x tan x 


( n 


2 ) I, + ( n - 


2 ) In 


( n − 1 ) I , 


Sec 1-2 


x tan x + ( 11 


2 ) IA - 2 


7 


QU 


அதாவது - 


sech - 2 x tan x 
72 

1 


+ 


In 


22 


1 


ren 


$ 26.9 (b ) In = 


f 


cosech x dx ( nly TT > 0 ) 


மேல் கண்ட முறைப்படி தொகையிடல் செய்தால் ,, 


72 


2 


I. 


cosech - 2xcot x 

7 1 


+ 


In - 2 


72 


1 


$ 26.10 


In 


ll 


e - ** " dx ( n Uy TT < 0 ) 


11x1-1 ( -e- * ) dx 


( 0 - 0 ) 


+7 


xn - 1c- x dx 


.. In = n11 


Gloq , 1 = n In 

- 1 
= n . (n - 1 ) 1. 

In - 2 


= n ( n 


1 ) ( n - 2 ) 


... 2.1.1 
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ஆனால் , 1 . 


----------- 


In = n { n - 1 ) ( n - 2 ) 


2. 1 


- 


/ 17 


26 11. Im , 


--- 


xm ( log x ) r dx 


mar 


( m , 1 இரண்டும் முழு எண்கள் > 0 ) 


xm + 1 


1 


xm+ 1 


Iman 


(logs 


-S 


17 ( logur- 1 


1 } +1 


Vm + 1 


11 


xm + ? ( log x ) " 

} } 2 + 1 


S 


( log x } n - 1 • xm dx 


1 + 1 


அதாவது , 


xm + 1 ( log x ) " 


11 


Im , 


mn- 1 


.. 


( 1 ) 


m + 1 


11 +1 


துணை முடிவு : 


1 


f ( m , n ) 


- 


| 


2m - 1 


( logx) d என்றால் , 


0 


11 


/ 11 


f ( m , ni ) 


f ( m , n -- 1 ) = ( -1) - 


171 


ran + 1 


நிறுவல் : 

826 • 11 - ல் உள்ள விளைவு ( result ) ( 1 ) ஐப் பயன் படுத்தினால் , 


xm ( log x ) " 


17 


J ( m , m ) = | 


- 


( n , I 


17 


- 


[ 0-0 ] 


f ( m , I - 1 ) 


17 


5 
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தொகை நுண்கணிதம் 


71 


ST 507 Coi , f ( 171 , n ) 


f ( m , n - 1 ) 


m " ) [= m=? ] 


f ( m , n - 2 ) 


... 


--- ( n - 1 ) 


] - [ = ].xm, o ) 


172 


- [ ] [ 
. 


1 


ஆனால் 

6 , f ( m , 0 ) 


Xm - 1 ( log x ) dx 


1 


1 


[ # 1 


77 


12 - 1 


1 


1 


: . f ( m , n ) = ( - ) " 


772 


12 


(-1 ) 212 


mnt- 1 


$ 26:12 In 


s 


fax sin " bx dx (neue GT ÚT > 0 ) 


in = s 


sin " b.x.ex dx 


sinn hx 


( ar) 
Sin 


[ n sinn - bx.b cos bx ] 


( á cord 


dx 


1 


nb 


eax sin " bx 


Ssi 


sin " -1 bx cos bx • eax dx 


1 


nb 


a 


அதாவது , I. 


eox sinn bx 


. 


( 1 ) 


a 


si 

[ (n - 1).sino-2 bx • 6 cos2 bx 


U 


29 eux sinn - 1 
1 22 

பொறியியற் கணக்கு 
ans = sinn - 1 b.x. cos bx eox dx 

( sin " - bx : cos bx ) 

eax 
b sin " 

di 
1 

edx sinn - 1 bx . cos bx 
a 
b 

sin" bx ) dx 
a 
1 
eax sinn - 1 bx . cos bx 

( n - 1 ) b 
a 
( n -- 1 ) 

b 
+ 
அதாவது , 

1 
eax sinn - 2 bx . cos bx 

( n - 1 ) b 
a 

al 

nb 

+ 
( 2 ) -8 . ( 1 ) -0 OLL , 
1 

nb 
ceas sinn bx 

bx cos bx 
a 


sex [ ( a − 1 ) sin ^ -8 bx - sinº bx ) 


UNE 


In 


. 


: 


In + 


In 


In 


TA 


In 


n ( n - 1 ) 


na b 


to 


In 


a ? 


nb 


( 1 + ** ) ! 


ex 


1 

sin " bx 


r 


- 


ar sin " - bx cos bx 


bx 


n ( 12-1) 62 


In - g 


eox 


In 


a + na 72 [ ( a sin bx 

nb cos bx ) sin " -1 bx ] 
n ( n - 1 ) 6 ? 
+ 

a + n2 62 


In 


தொகை நுண்கணிதம் 
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8 26-13 Im , n = 


fo 


cosm x sin nx dx ( m , 11 இரண்டும் நேர் 


முழு எண்கள் > 0 ) 


Imga 


படி 


cosmx 


man 


( - + cos xx) 
-- * ) ( - - eos me )as 

S 


fl ? Cosm - 1 


sin x 


1 


111 


Im n = 


Losmx CoS 71X 


cosm - 1 x sin x cos nx dx 


11 


( 1 ) 


இப்போது , 

sin ( nx --X ) 


sin nix COS X 


COS nx sin x 


.. 


sin x cos 11x 


- 


sin 12X COS X 


sin 1-13 


இதை ( 1 ) -ல் உள்ள தொகைச் சார்பில் இட்டால் , 


1 


Iman 


-- 


cosm X COS 12.x 


s 


cosm - 1 x [ sin nx cos x - sin n - 1 x ] dx 


11 


1 


n 


117 


Imy r = 


- 


cosm X COS nx 


Im - 1 , -1 


Imn + 


- 


77 


12 


1 


. 


( 1+ ) | 


Ime in 


Cosmx COS 11X + 


Im - 1 , n - 1 


11 


1 


111 


Im , 


cosm X COS 17X 

in + n 


+ 


Im - 1 , n 


m + 11 


துணை முடிவுகள் : 

1/2 
( 1 ) Im n cosm * sin nx dx 7601 (0350 


4 


பொறியியற் கணக்கு 


Im 


[ 


7/2 
cos x cos 11x 

m 

+ 
m + 12 

1 + 12 
0 


Ima 

1 , n - 1 


11 


அதாவது Im n 


1 

to 
i +12 


Im - 1 , 0-1 


( 
A 
) 


112 + 11 


( 2 ) Imm 


[ 


2 + 


10110 


23 

+ 
3 


2m - 1 
to 


2m 
+ 

т 


2 + 1 


m 


1 


நிறுவல் : 


( A ) -0 , n = m GT 60r ( 360 , 


Ima 


1 
2m 


+ 


1 
2 


Im - 1 , m - 1 


1 


1 

+ 
2m 


+ 


Im - 2 , m - 2 


2 ( m - 1 ) 


] 


1 


1 


1 

+ 
22 ( m - 1 ) 


Im - 2 , m - 2 


2 m 


22 


1 


1 


1 


+ 


2 mi 


2 ( m 


1 ) 


23 ( m 


2 ) 


+ 


Im - 3 , m - s 


23 


1 


+ 2*(m - 1 ) + 


+ 


2m2 


- 


2 ) 


1 
2 ( m 

1 
+ 

2m . 1 


1 


+ 


en 


ܘܕ 
Io 


2m 


ஆனால் , 100 


0 


1 


1 


1 


Im , 


+ 


+ 


+ 


mm 


2m 


2 ° ( 


1 ) 


23 ( 172 


1 
2m . 1 


.. 


+ 


1 


2m 


2m - 1 


22 


+ 


+ 


+ 


OO 


2m * .1 


112 


1 


[ 
[ 


1 ] 
+ ] 


2 


2m - 1 


1 
2m41 


+ 


+ 


23 
3 


+ 


1 


1 


ST606 51600T 8 60følo 
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7/2 

x sin" x dx ( n 96 UL9ST T > 1 ) 


$ 26.14 . In 


/ 2 

i sinn- x . sin x dx 


I , 


77/2 


sinn- x ( x sin x ) dx 


7/2 


sinn - 1 x [ int ( x sin x ) ) 


- > 
- 
ſ 1 
= [ : - ] 

[ { ( n − 1 ) sina- 
= [ : 1 x ]** 

( n - 1 ) ſ sin - 2 x cos x ( -x cos x + sin x ) dx 


7/2 


1 ) sin" -2 x cos x } [ int (x sin x ) dx 


sinn - 1 X ( -X cos x + sin x ) 


- ( -1) 


1/2 


= 1 + (n - 1) 


X sinn - 2 x cosa x 


7/2 


( 11-1 ) 


? 


sina - 1 

* cos x dx 


2 


/ 2 

x sinn - 2 x ( 1 


= 1 + ( n - 1 ) 


! 


- cos x ) dx 


fi - sin 


)) 


1 


- (n - 1 ) 


dt 


( t = sin x ) 


ப 


126 


பொறியியற் கணக்கு 


1 


-- 


அதாவது , 1 . 


1 + ( n - 1 ) In - 2- ( n - 1 ) I .- ( n - 1 ) . 


11 


1 


n In 


+ ( n - 1 ) In - 2 


1 


IL 


1 


In 


அதாவது 


+ 


1. - 2 


- 


11 


11 


துணை முடிவு : 


154 


15 


225 


நிறுவல் : 


1 


4 


16 


-- 


= 


-- 


13 


5 


1 


1 


2 


13 


--- 
- 


+ 


1. 


வ 


3 


* / 2 

x sin x dx 


1 , 


1/2 
[ -X COS X + sin x ] 

O 


Sin 


0 


பபப 


-- 


1 


1 . 


.. 


18 | 


- 


A10 


7 
9 


+ 


|| 


8 


9 


1 


15 


7 
9 


+ 


154 
225 


5 


X 


25 


5 


பயிற்சி 20 . 


I. கீழ்வரும் தொகைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க : 


1/2 


1/2 

sinºx dx 


1 


2 . 


cos1sx dx 


4 . 


cosex sinax dx 

( B.E. 68 ) 


| sin x cos * x ds 


MUN 


7 


2 ( B.Tech . -69 ) 
Q8r60 H1500 600fl gi 

1 217 
2/2 

sin®x cos* x dx 6. sinº cos o do 
7/2 

7/2 
* 8 
sin 0 cosso do 

8 . 

sin cos do 
T4 

tan®x dx ( B.E. 272 ) 10 . sec8 x dx ( B. E. " 70 ) 
11 . secx dx 

12 cotºx dx 
7/2 
13 . coseco do 

14 . x sinx cos * x dx 
( B. E. 61 ) 

sin x 
15 . ex cos 5x dx 16 . 

dx B. Tech . " 70 ) 
( B. E. " 71 ) 

ex 
2a 
dx 

18 . 
2ax : 

XV 

x dx 
0 


si 


S 


17. 


« 


S 


72 


ах 


2 


19 . 


* dx 


** V4 


20 . 
(B. Tech . 68 ) 


x² dx 
( B. E. 71 ) 


21. 


X8 VT 

V1 


* 2 dx 


22 . 


x² dx 


0 


1 


xan 


23 


( log x )" x dx 

& 


24 . 


V1 


X2 


25 . 


( B. E. 55 ) 
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II கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக : 


1 . 


e -e - x xs dx 


3 


e 


d [ ds + 65 + 30d * + 1200 

+ 360042 + 7200 + 720 ] 


( B.E. 72 ) 


In 


+ 
- 


s 


xne da என்றால் , 


I. + nin - 1 


xh ex 


இதனைப் பயன்படுத்தி 14 காண்க . 


விடை : 


ex { x | 


4x : +1282 


- 


24x + 24 } 


3 . 


แ n 


x " e- * dx 6T 60T0360 


. 


0 


Un 


( n + a ) un - 1 + a ( n - 1 ) ung 


o 


- 


-- 


xl e - x2 dx ( 1 முழு வெண்டு > 1 ) 


1 


என்றால் . 


들 


- 


( n = 1 ) In - 2 


1 . 


மற்றும் Ian + 1 


/ 17 


பார் 


5. I = | 


dx 
( x2 + a 


என்றால் 


2 ( n - 1 ) .a In = 


+ { 2n - 3 ) In - 3 


( x2 + a - 1 


6. 1.- | | 


xm 2ax -- x2 dx என்றால் , 


129 


- 


la - 1 


- 
-- 


-- 


- 1 


Tam - 2 


n 


m + 2 


-- 


am sin rxdx என 
பல , 

12 " Tm - 1 sin r2X 
தொகை நுண்கணிதம் 
xm - 1 ( 2ax - ) 

( 2m + 1 ) 
Im 

+ 
m +2 

m2 
2a 
மேலும் , um 

x ( 2ax 3dx என்றால் 

| 2m +1 
Um 

2m 
இதைப் பயன் படுத்தி 
24 

735 
x V2ax - x2 dx 

என்று காட்டுக . 

8 
a 
. 

xor dx என்றால் 
2 naa 

In - 1 
2n + 1 
xn 

dx என்றால் 

1 + x 
U + 2 

h + 1 
இதன் மூலம் ப ஐக் காண்க . 
( விடை : 

+ x tan - 1x + c ) 
2 
xm cOS 71X P 

m ( m - 1 ) 


- 


7 . 


- 


- fear 


- 


In 


- 


8. U. - - 


Un 





x2 


- 


9. Iman 


- 


Imen 


71 


Im - 2 1 


n 


பொ . க . 


190 


Ourpurus sources 


10. Uma 

Um = 


S 


xm cos nx dx என்றால் , 


xm sin nx 


Ums 


ALA 


for 


COS nx 


Im - 1 


n 


mm - 1 ) 


10 - TA 


22 


7/2 


11. I 


xn sin x dx 6T68T ( 30 


to 


0 


In + n ( n − 1 ) In - 2 


- ( 25 ) ** ( Kerala_66 ) 


1 


12. U. = 5* 


X cos x dx 6T SOT ( 1360 , 


x sin x cos" - x 


U. 


cos - 1x 
+ 


+ 1-21 


In 


n 


N 


7/2 

x cos " x dx 6 SOT (03 SU 


13. I m 


-- " 


1 


1 


In 


n 


19-2 


n ? 


71 


14. Ime 


f -sin x cos n x dx står ogsú , 


sin " xsin nx 

m + n 


I = 1 ; n - 1 


mtn 


15. Ims 


s 


cos x cos nx dx 


cosm x sin nx 

mtn 


m 
m + n 


Im - i , n - 1 


M 


7/2 
99 601 LAGUIO cos" X cos mx dx 


2m + 1 


131 


தொகை நுண்கணிதம் 


16. Im , n = 


[ sin x sin nx dx 


* 


sinm x cos nx 

m + n 


--- 


+ 

mt n 


Im - y , n - 1 


17 . 


Im 


- 


e - x sinm x dx என்றால் , 


0 


1 ) 


- 


Im 


m ( m 
1 -m 


Im - 


- 


3 


இதன் மூலம் 


- 


e - x sin + x dx = 


24 

என்று காண்பி . 
85 


18 . 


Im , 


x ( 1 - 


ds என்றால் , 


xm + 1 ( 1 - x ) 


11 . 


Im , 


- 
- 


+ 


Im , 


m + n +1 


m + 1 + 1 


1 


மேலும் tms in 

n = 


- 


xm ( 1 


#j" dx 


- 
-- 


In 
( m + 1 ) ( m + 2 ) 


[m +1 + 1 ) 


விடைகள் - ( I ) 


35 
256 


2048 
8485 


3 . 


1 

1 
COS X sini x + 
4 

8 


( x - 1 in 2x ) + 


sin s 


sin 


sinx 

5 


+ c 


5 . 


1 
60 


8 . 


32 
315 


7 . 


7n 
2048 


132 


பொறியியற் கணக்கு , 


8 . 


64 
231 


9 . 


| ( log 2 - 1 ) 


1 


10 . 


1 
2 

sec x tan x to 


log ( secx + tan x ) + c 


1 


- 


11 . 


sec ° x tan x + 5 sec x tan x 


3 


+ 


log ( sec x + tan x ) + c 


1 


12 . 


cots x to cotx + x + c 


1113 


3 


14 . 


3T2 
512 . 


18 . 


பேட்டி 


+ 8 log ( 2 + V3 ) 


6 


15 . 


16 . 


1 
2 


( 1 + - + ) 


51 ) 


17 . 


5nas 

2 


18 . 


19 . 


13 


16 


57 


20 . 


127 


21 . 


- 


22 . 


mas 
32 


256 


23 . 


* ( clos x ) * - * clogx ) * + 5 (log x ) 


5 


( log x ) 2 + 


5 

(log x ) - 
54 


5 
324 


+ 


] + 


18 


( 4 # - " 1 ) ( 4n - 3 ) .... 1 

2 


25 . 


37 
16 


4n ( 4n 


2 ) 


2 


27. தொடர் கூட்டல் முறையில் தொகையிடல் ( Integration as 

a summation ) 


D. 


( a , 


f ( x ) என்பது : ( a ; b ) என்ற மூடிய இடைவெளி ( closed 
interlal) , அதாவது நல் வழங்கும் ஒரு சார்பு என்போம் . 

b ) என்ற இடைவெளியை = 30 , 31 , 3 , ... , - 1 - 3 
என்ற புள்ளிகளால் , 20 , 31) , ( 3 ) , x ) , ........ ( x 

( xn - 1 , xn ) ஆகிய 
n- துணை இடைவெளிகளாகப் ( sub interval ) பிரி . X , என்பது 
( x - 1 , x ) என்ற துணை இடை வெளியின் யாதாமொரு ( arbitrary ) 
புள்ளியாக இருக்கட்டும் . 


11 


1 II 


எடுத்துக் 
தொகை நுண்கணிதம் 

133 
Sr = f ( Xy ) ( x 1 x ) = f ( X , ) ( x , -- x ) + 

+ f ( Xs ) ( xn xn - 1 ) 
அதாவது S. 

2 ; 
) f ( X- ) (x - X - 1 ) 

( 1 ) 
" = 1 
என்ற தொடர் கூட்டலின் மதிப்பைக் ( sum of the series ) காண்க . 

( 1 ) -ல் | - x - 11 + 0 மற்றும் ஆகும்போது , S. 
ஒரு குறிப்பிட்ட (definite) எல்லை மதிப்பு ( limit ) பெறும் . இந்த 
எல்லை 

மதிப்பை நாம் a- முதல் -வரையில் படும் f ( x )உன் 
வரையறுத்த தொகை ( definite integral of f ( x ) between the limits 

b 
) . 
செய்து எழுதுகிறோம் . 
b 

Lt 
[ f ( x ) as 
) dx = 

Lt 
= | * - * -1 | +0 ) f ( x ) (x - x - 1 ) 
( 2 ) -ல் உள்ள தொடர் . கூட்டல் மதிப்பு காண்பது , நாம் 
நினைப்பது போல் , அவ்வளவு எளிய செயல் அல்ல . ( 2 ) -ல் உள்ள 
துணை இடைவெளிகள் சம அளவினதாக 

சம அளவினதாக இருக்க வேண்டும் 
என்கிற 

அவசியம் இல்லை . எனவே பின்வரும் முறையைக் 
கையாண்டால் , சூத்திரம் ( 2 ) சற்று எளிய உருவம் பெறும் . 

( x - 1 , or ) என்ற துணை இடைவெளியில் யாதாமொரு புள்ளி 
யாக X --ஐ எடுத்துக் கொள்வதற்குப் பதிலாக , 

= xr - 1 ஆக 
சம அளவினதாக எடுத்துக் கொள்க . இதனால் 


SH 


1 . 


1 


- 


r 


1 


- 


- 


- 


X1 


11 


- 


W - 1 


-- 
- 


1 


என்போம் . 


- 


X2 


-- 


1+ 


X + 21 


800 


* 


AD 


.. 


-சு 


- 


- . 


to + nha 


190) pu96 ( in theory ) 24360 

26. வரை விளக்கிய முறை 
134 

பொறியியற் கணக்கு , 
ஆகவே = x + h = a + k 
++ 

a + 2 % 
x ; = x , + rh = a + rh 

a + nh 
எனவே சூத்திரம் ( 2 ) பின்வரும் மாறுதல் அடையும் 
b 

Lt 
Lt 
S. 

h > f ( a + T 1 
10 

1 
அல்லது 
b 

1 
Lt 
f ( x ) dx 

h Σ f ( a + rh ) 

r = 0 
துணை முடிவு : 

1 
( 3 ) -ல் , a = 0 , b = 1 என்றால் , h 

1 
Lt 

1 

70 
அல்லது , 

n - 1 
Lt 1 

( 4 ) 
குறிப்பு : ( 1 ) எளியதுபோல் காணப்படும் சூத்திரம் ( 3 ) -ஐப் 
பயன்படுத்தி சில சார்புகளின் வரையறுத்த தொகை காணல் அறி 

( 
களில் தொகை காண்பது தான் எளிது என்றும் நாம் உணர 
வேண்டும் 


... 


s 


|| 


- 


- 


1 


S f (x ) dx 


சி 


தொகை நுண்கணிதம் 


135 


( 2 ) : ( 3 ) -ல் உள்ள தேற்றத்தை கூட்டுத் தொகை முதல் 
விதி என்று கொள்ளலாம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

b 


1 


j 


x2dx 


( bs - a ) 


என்று கூட்டுத் தொகை முதல் விதிப்படி காண்பிக்கவும் . 


இங்கே f ( x ) = x ?, 


- 


b 


S 


x² dx 


- 


h + 0 


- 


- 
* [ * { s + ( a + hy * + ( x + 2h ) " + 

--- + ( a + - 1i ) " } ) 
= " : [ {{ ma " + 2ah ( 1 + 2 + 3 + .... 


+ - 1 ) + h2 ( 12 + 22 + 32 + 


n ) 


* 


- 1* ) } ) 


( n - 1 ) n 

2 


- 
- 


Tha + 2ah 


( n 


+ 12 


Lt 
= 1 + 0 


aº nh + a ( nh ) ? 


+ . [ { 

1)g( 2n - 1) } ) 
[ 4 ( 1-1 ) 

+ (why"(1 - - ) ( 2-- ) ) 
- . + . [ 6 - 4 ) + {>- 47"(!-- ) 

+ + * - * ( 1 - - ) ( - ) ] 


+ 


+1, 


( nh = b - a ) 


196 


பொறியியற் கணக்கு 


1 


- [ ( b − a) + 486 -:a)e + 


( b 


a) ] 


b 


a 


[ 3a2 + 3a ( b 


M 


a ) + ( b.- a ) ° ) 


h 


a 


W 


[ 3a2 + gab 


3a + be 


2ab + a " ] 


8 


B 


a 


( bº to ba + a2 ) 


9 


b 


S. 


x2 dx 


1 
8 


(68 "-as ) 


மாதிரிக் கணக்கு 2 : 

* / 2 


R / 2 


cos x dx 


sin x dx 


0 


7/2 


с 


he 


cos x dx " 


* ] 2 

sin x dx 6T GOT CUTL. 


S 


tu 


/ 2 


* / 2 


CtiS 


( cos x to i sin x ) dx 


eix dx 


. 


7 


B 


а 


இங்கே f ( x ) : 

= eix , a = 0 , b 


WWW 


h 


2 


n 


2n 


Cis 


Lt 
h 0 [ h { e . eh teh + ... + ein- ) } ] 


einh 


1 


ho 


. [ 


h 


-} ] 


eih 


13 


தொகை நுண்கணிதம் 


Lt 
i + 0 


1 


(( e 


h 
in2 
ih + 

12 


* -1)) 


3 


+ 


பா 


13 


( 
- 1 ( - ) 

[ os 


+ i sin 


2 


1 ) 


2 


e = i S = 1 + i 
மெய்பகுதிகளையும் , கற்பனைப் பகுதிகளையும் சமன்படுத்திய பிறகு , 


C = 1 = S 


s 


T/ 2 

cos x dx 


1/2 

sin xdx = 1 . 


។ 


அதாவது . 


ப 


28. தொகையிடல் முறையில் தொடர் கூட்டல் காணல் 

( Summation of series using Integration ) : 


8 27 - ல் , தொடர் கூட்டல் முறையில் , வரையறுத்த தொகை 
கண்டோம் . சூத்திரம் ( 4 ) -ஐப் பயன் படுத்தி , சில தொடர் 
கூட்டல்களின் மதிப்பைக் காண்போம் . 


1 


Lt 


+ / (3 )] - 1 


f ( x ) dx 


* 0 . 


( 4 ) 


" y = 0 


( 4 )-ன் இடப்பக்கத்தில் உள்ளது போல் உருவ அமைப்பு கொண்ட 
தொடர்களின் மதிப்புகளைத் தான் , வலப்பக்கத்தில் உள்ள தொகை 
மூலம் காணமுடியும் . 


விதி : - கொடுத்த தொடரை, முதலில் 

Σ 

> உருவத்தில் 
1 

Y 
எழுதுக . பிறகு ஐக் காரணியாக்கி மற்றவற்றை 


என்ற உருவத்தில் மாற்றுவது அவசியம் . 2 - க்குப் பதிலாக 


- 


பொறியியற் கணக்கு. 


Y 

1 
-ம் , --க்குப் பதிலாக x- ம் , -க்குப் பதிலாக dx- ம் 
வேண்டும் . கடைசியாக கீழ் வரம்பு ( lower limit ) 


n 


[ 1 ), 


ன் 


-- 
- 


0 


மதிப்பாகவும் மேல் வரம்பு ( upper limit ) 


Lt 


-- 
- 


( 1 ) 


-ன் 
1 


1 


Y = 


மதிப்பாகவும் கொண்டு தொகையிடல் செய்ய வேண்டும் . 


குறிப்பு : 


Lt 


( A ) 


T 


என்ற தொடர் கூட்டலின் மதிப்பைக் காண , மேலே கூறியா 
விதியைக் கையாளலாம் . ஆனால் கீழ் வரம்பு 


Lt 


( 


[ H ] = 


-ன் 





c 


மதிப்பாகவும் மேல் வரம்பு 


Lt 


சி 


[ H ) - 


-- 


பன் 
= B 


மதிப்பாகவும் கொள்ள வேண்டும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 : 


1 


1 


[ 


+ 


12 
( n + 1 ) 


( 


ne 
( 1 + 2 ) 


+ 


] 


71 


8n 


கொடுத்துள்ள தொடர் 


Lt 


[ * + ( n + 1 ) + n + 7 + ... --(n +1 ) 

++ ) 


n 


188 


தொகை நுண்கணிதம் 


Lt 


" 


Y : 


1 


1 


1 


Lt 


Σ 


t 


1 


- [ ੬, ਜੰਸਾ ] . 
£ ( + 

ਸ) 
- ਤੇ ਕਦੇ 

ਨੂੰ 
- [ ਹੈ . 
-- [ 1 ] 


dx 


0 


੪ 
8 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


Lt 
7 0 


[ ਜਾ + ਡਾ * ਜਾਂ * - ] 


கொடுத்துள்ள தொடர் 


Lt 


[ +1+ + + + : ] 


Y 


॥ 


M 


1 ਤੋਂ 2 


140 


பொறியியற் கணக்கு 


4n 


Y 


Lt 


1 . 


P. 


Σ 


11 


Y = 1 


1 + 


( H ) 


4 


* dx 


1 + x 2 


1 


[ 


log ( 1 + x2 ) 


] 


| log 17 - 


0 


-மாதிரிக் கணக்கு 3 : 


Lt 


1 


Σ 


Vn – r * ( B. E. : 55 , 57 ) 


22 


கொடுத்துள்ள தொடர் 


4. , v - ( ? ) 


n 


1 


( 1 - x2 dx 


- 


1/2 
cos G. cos e da 


sin 0 ) 


0 


T / 2 

cos - G de 
0 


1 
2 


ல 


தொகை நுண்கணிதம் 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


.--[ ( + ) (1+ $) - ( + )] 


K 


w 


கொடுத்துள்ள தின் மதிப்பு என்றால் , 


Lt 
log K = 

no 


N 


Lt 


1 


log 


log ( 1 + x ) dx 


[ 1 Š 108 ( 1 + 7 ) ] 

108 [ + ( ) ) 
- pece 
-[we « +----- 

s 
-- [ - ] 


2x2 


dx 


0 


1 


1 


1 


log 2 


s 


1 x ? 

1 + x2 


dx 


0 


log 2 


dx 


. 


log 2 


1 
2 [ x .-- . tan 
tan - 17 ] 

O 


- logs - [1-4 ] 


31BUDI,, 


log K = log 2. + 


2 


142 


பொறியியற் கணக்கு 


- 


log 


( 2 ) 


- 


2 


K 


2 


2e 


--- 


பயிற்சி 21 .. 


I. கீழ்க்கண்ட தொகைகளைத் தொடர் கூட்டல் முறையில் 
காணவும் : 


b 


h 


1 . 


- 


x3 dx 


* j 


2. 


S x dx 


2 


dx 


S 


ex dx 


1 


1 


* / 2 


5 . 


( ax + b ) dx 


+ 


sinºx dx 


0 


II . கீழ்வரும் தொடர்களின் மதிப்பை தொகையிடல் மூலம் 
"காண்க . 


1 


Lt 


1 . 


1 


1 


- 


1 
I + 3 


- 


+ 


77 


17 + 1 


77. + 2 . 


20 ) 
] 


1 


Lt 


1 


2 . 


+ 


+ 


1 

+ 
1 +2 


+ 


1 
51 


1 + 1 


( 

( 
1. [ + 

[ ** 


9 


+ 


+ 


1 ) 


11 


18 


T 


Lt 
1 ல 


+ 


n- 12 


n * + 22 


+ 

na tn 
(B.E. 55 , 61 ) 


145 


தொகை நுண்கணிதம் 


L 


5 . 


Σ 


1 
4n2 


A 


1 


Lt : 


Σ 


Vn² + ² 


1 


Lt 


Σ W +30) 


8 


( η + 3r) 


γ == 0 


η 


8 . 


Lt 
η - 


Σ - * + * 


Lt 


η 1η [ vn + 1 + vn -+ 2 + 


+ V 2η ] / ηψη 


1 


10 . 


Lt 
η , m 


[ 


+ 


2 
n2 - 2 


8 

+ 
n * + 32 


8 


m2 + 12 


-- 


η2 + 


- ] 


11. .. [in ++ 8πεε + - + ] 
π ] 

[11η 


Lt 
η 9 m 


+8 


9 
27 + 18 


--- 


.. η ρομφού 


] 


Lt 


1 


13 . 


η - 1 
n2 - 1 


+ 


η + 2 
η2 + 22 


Η υπ νΙ 


+ 


+ 


Η ] 


η , ο 


[ 
[ W : 


1 


Li 
11 


- 


W 


η + 2 

P 


η -- 1 


2n 


1 


-- 


- 


~W 


V 


பொறியியற் கணக்கு 


1 
V 4n 


22 


1 


+ 
32 


+ 


у вп 


16 . 


Lt 
no 


sinak 


+ sink 


27 
2n 


+ 


O 


+ sink 76 


N 


211 


11n 


17 . 


+ 


16. [ ** 

+ 

] 
- [ sin 

* V 
9 - [ ( ++) ( + :) - ( + )" 
( 1 + i )) ( 1 + * ). (1 

1 
: ]" 


21n * 


4 /nº 


18 . 


Lt 
11 w 


1 to 


na 2n /n . 
n2 


. 


in 


LE 


19 . 


tan 


27 
tan 

2n 


tan 


n7 
2n 


ULO 


2n 


1 / n 


1 


2 


20 . 


Lt 
no 


n 


n 


விடைகள் .. 


1 


2 


( b * —a“) 


I. 1 . 


( 6_ali ) 


1 


8 . 


wou 


4. ebec 


5. +3 


ü 6 . 


: 


II. 1. log 2 


2. log 5 


1 


3 . 


5 
. 


To 


6. log ( 1 AV2 ) 


6 


1 


7 . 


8 . 


- (2 V 2 - 1 ) 


3 


தொகை நுண்கணிதம் 


10. + log" 


9. * ( 2 v2 - 1 ) 

leg (3 ) 


1 


11 . 


12 . 


-- 


log ? 


13 . 


+ log * + * 


14 . 


2 


+ 1 


15 . 


* 


16 . 


2 


/ 2k 
( 2Zk ) 


4 


17. log 


02 ( 4 ) 


18.1 


e 


1 


19 . 


1 


20 . 


e 


180 % 


2. உயர் திரிகோண கணிதம் 


( Higher Trigonometry ) 
81. திரிகோண கணித தொடக்க சூத்திரங்கள் 
1 . * ஆரையன் ( Radian ) 

180 ° 
1 ஆரையன் ( one Radian ) 57:17 44.8 " 
ஒரு வட்ட வில்லின் நீளம் = Y x ) 
( length of a circular arc ) 
ஆரம் ( radius ) ; a 

அமைகோணம் , 

ஆரையன் 
அலகில் எழுதப்பட வேண்டும் . ( included angle expressed in 
radian ) ] 


- 


2. cose + sing 1 

1 + tan s = sec9 
1 + cote cosec e 
sin 0 cos O 

1 
tan 0 ; 

coto 
cos o sing 

tan 
3 . சில முக்கிய கோணங்களின் திரிகோண விகிதங்கள் 


- 


- 


கோணம் 

8 % 


sin 


cos 9 


tane 


0 ° 


0 


1 


0 


1 


13 


1 


30 % 


-ல 


2 


1 


1 


1 


45 


1 


- 


V2 


60 ° 


1 
2 


13 


2 


90 ° 


O 


88 


0 


1 
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PM 


4. sin ( - 0 ) sin 0 ; cos ( - 6 ) 

ces 0 
sin ( 90 ° + 0 ) coso ; cos ( 90 ° I ) 

I sia 0 
sin ( 180 ° F 0 ) = sin () ; cos ( 180º = 0 ) 

cos 
sin ( 270º 0 ) cos ; cos ( 270 ) 


mu 


#sin 


: 


NE 


5. sino sin L T OT (1360 , O 

cos = COS I TOT 350.0 
tan = tan . TÓT ( U , O 


717 + ( 1 ) " od 
2nr td 
1171 +2 


sin ( A + B ) = sin A cos B + COS A sin B 
sin ( A · B ) sin A cos B cos a sin B 
cos ( A + B ) COS A COS B sin A sin B 
cos ( A -- B ) COS A cos B + sin A sin B 


tan ( A + B ) 


tan At tan B 
1 tan Atan B 


tan ( A - B) 


Wh 


tan A tan B 
1 t tan A taa B 


** 


7 . 


B ) 
B ) 


wa 


2 sia A cOS B sin ( A + B ) + sio ( A 
2 cos A sin B sin ( A + B ) 

sin ( A 
2 cos A cosBCOS ( A + B ) + cos ( A 
2 sin A sin B = COS ( A 

B) 

cos ( A + B ) 


B ) 


C + D 

C D 
8. sin C + sin D = 2 sin 

COS 

2 


sin C 


sin D 


Com D 
2 cos 

2 


um 


sin 


C 
2 


C D 


D 


cos C + cos D 


2 cOS 


COS 


C D 


cos C 


cos D 


WA 


2 sin 


sin 


C 

2 


9. sin :2A 


2 sin A cos A 


HA 


2 tan A 
1 + tan A 


cos 24 = cos A 


sin ? A 


1 


2 sina A. 


hop 


cos ? A - 


1 


1 tan . A 
1 tan . A 
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tan 2A 


- 


2 + tan A 
1 

tan2A 


- 


10 . 


- 

- 


- 


2 sing 
2 cos 9 


1 cos 29 
1 + cos 20 


-- 


tana 


9 


--- 


1 

cos 20 
1+ cos 20 


sin 3A = 3 sin A 


4 sin : A 


- 


. 


- 


3 cos A 


cos 3A 


4 cos & A 


-- 


--- 


tan 3A 


-- 
- 


3 tan A tan3A 

1 3 taniA 


= 


12. loga ( M - N ) log M + log . N 

M 
N = log . M 

log. N 


- 


logo 


log . (MP ) = n loga M 
logo M = 

loga M 
log.b 


1 , 


2 . 


3 . 


-- 


- 


3 


82. கலப்பு எண்கள் ( Complex Numbers ) 
1 , 2 , 3 , 

ஆகிய எண்களை முழு 
2 7 

9 

13 
எண்கள் ( Integer ) என் 

என்றும் , 

9 11 
ஆகியவற்றை விகிதமுறும் எண்கள் ( rational numbers ) என்றும் , 
2 , 13 , 11 , 12 , 14 , ஆகியவற்றை விகித முறா 
எண்கள் ( irrational numbers ) என்றும் கூறுகிறோம் . மேற்கூறிய 
மூன்று எண் வகைகளை மொத்தமாக மெய்யான எண்கள் அல்லது 
மெய்யெண்கள் ( Real Numbers ) என்று வழங்குகிறோம் . 


" 


5-4-3-2-1-0 | 2 

| 2 3 4 5 


படம் 1 . 


ஓரு நேர்கோட்டை எடுத்துக் கொள்க (படம் 1 ) . அதன் 
மேல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை 0 ( பூச்சியம் ) என்று குறிக்கவும் . 


... 


17 


514 , 
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நமக்கு விருப்பமான ஏதாவது ஓர் அளவுத் திட்டத்துடன் ( scale ) , 
1 , 2 , 3 . ஆகிய நேர் முழு எண்களை 0 - ன் வலப் பக்கத்திலும் , 

1 , - 2 , - 3 , ஆகிய எதிர் முழு எண்களை ( negative integers ) 
0 - ன் இடப் பக்கத்திலும் புள்ளிகளாகக் குறிக்கலாம் . அதே மாதிரி 
2 7 -13 

ஆகிய விகிதமுறும் எண்களையும் , 12 , 13 , 
11 

போன்ற விகிதமுறா எண்களையும் அந்த நேர் கோட்டில் 
புள்ளிகளாகக் குறிக்கலாம் . ஆனால் V - 1 , V - 4 , 1-17 
போன்ற எண்களை அந்த நேர்க்கோட்டில் புள்ளிகளாகக் குறிக்க 
அறவே இயலாது என்பதை நாம் உணரவேண்டும் . ஆகவே , 
இம்மாதிரி எண்களை 

கற்பனை 

எண்கள் ( imaginary numbers ) 
என வழங்கப்பட்டன . தொகு வடிவ கணிதத்தில் ( Pure geometry ) 
இம்மாதிரி கற்பனை எண்கள் நேர்முகமாக பயன்படுவதில்லை 
என்றாலும் , மிக எளிய இயற்கணித சமன்பாட்டுகளில் ( algebraic 
equations ) அடிக்கடி மூலங்களாக (roots ) வருகின்றன . ஆகவே 
இந்தக் கற்பனை எண்களையும் வரைபடத்தில் குறிக்கும் வகை 

g 
# 30 
2i 

மய்யச்சு 
-4 -3 -2 - 

2 3 
- 
-2 
-30 

y 

படம் 2 . 
காணவேண்டிய அவசியம் ஏற்படுகிறது . கார்ல் ஃபிரடெரிக் 
காவுஸ் ( Karl Frederik Gauss ) என்ற ஜெர்மானிய கணித மேதை 
கற்பனை எண்களை வரைபடம் மூலம் குறிக்கும் விதத்தைக் கண்டு 
இருந்தார் . அதற்குள் ஆர்கன்ட் ( Argand ) என்பவரும் கற்பனை 


கற்பனையச்சு 


4 


1 


* -4 
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எண்களை வரைபடத்தில் குறிக்கும் முறையைக் கண்டறிந்தார் . 
மேலும் , காவுஸ் வெளியிடும் முன்பே இவர் வெளியிட்டு விட்ட 
தால் , கற்பனை எண்களைக் குறிக்கும் வரைபடத்தை ஆர்கன்ட் 
வரைபடம் ( Argand Diagram ) என்கிறோம் . சில சமயங்களில் 
காவுஸ் வரைபடம் என்றும் கூறுகிறோம் . 


- 


ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் இரண்டு 
நேர்கோடுகளை எடுத்துக்கொள்வோம் . ஒன்றை மெய் அச்சு 
( Real axis ) என்றும் மற்றொன்றைக் கற்பனை அச்சு ( imaginary 
axis ) என்றும் கூறுவோம் ( படம் 2 ) ஐக் காண்க . ( அவைகளை 
X- அச்சு , Y- அச்சு என்று கூறினாலும் தவறில்லை ) . -1 ஐ “ i * 
என்று குறியீடு செய்தால் , -4 2i என்றும் , - -9 = 3i 
என்றும் , ( -3 = V 3 i என்றும் ஆகும் . 

எனவே , 

இம்மாதிரி 
கற்பனை எண்களில் V - 1 = i என்ற அலகு ( unit ) இடம் பெறு 

எல்லாக் கற்பனை எண்களையும் i என்னும் குறியீடு மூலம் 
விளக்கலாம் . i = V - 1 என்பதால் . i ? == 1,13 = i . i - 1 , 
i4 = ( i ) 2 = ( -1 ) 2 = + 1 , “ -- i , is 
என்பதை நினைவில் கொள்க . 


கிறது . 


1 . 


- 


- 


3i 


நமக்கு விருப்பமான அளவுத் திட்டம் கொண்டு i , 2i , 3i , 
--i , - 2i , -31 ) ஆகிய கற்பனை எண்களைக் கற்பனை 

51 13i 
அச்சில் புள்ளிகளாகக் குறிக்கலாம் . அதேபோல் , 

19 
V11 i போன்ற கற்பனை எண்களையும் மேற்படி கற்பனை 

9i 
அச்சில் புள்ளிகளாகக் குறிக்கலாம் . 1 , 2i , - 5i , V7i , 

13 
போன்று bi உருவத்திலுள்ள கற்பனை எண்களைத் தூய கற்பனை 
எண்கள் ( pure imaginary numbers ) என்று கூறுகிறோம் . a 
ஏதாவது ஒரு மெய்யெண் , bi ஏதாவதொரு தூய கற்பனை எண் 
என்றால் , a + bi என்பது மெய்யெண் , கற்பனை எண் கலந்த கலப் 
பெண் என்பது தெளிவு . எனவே a + ib ( a , 5 மெய்யெண்கள் ) 
உருவமுள்ள எந்த எண்ணையும் கலப்பெண் ( complex number ) 
அல்லது சிக்கலெண் என்று வழங்குகிறோம் . மேற்கூறிய மெய் 
யெண் , கற்பனை எண் ஆகியவற்றை வரை படத்தில் குறிக்கும் 
முறையைக் கூர்ந்து நோக்கினால் , a + ib என்ற கலப்பெண்ணைக் 
குறிக்கும் முறையை உடனே உணரலரம் . அதாவது a + ib என்ற 
கலப்பெண் , மெய் அச்சு , கற்பனை அச்சு இவைகளுக்கு இடைப் 
பட்ட தளத்தில் ( plane of the real and imaginary axes ) ஒரு புள்ளி 
என்று பெறப்படுகிறது . அந்தப் புள்ளியின் மெய் அச்சுத்தூரம் a 
என்றும் , கற்பனை அச்சுத் தூரம் b என்றும் தெளிவாகிறது . 
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மெய் அச்சு , கற்பனை அச்சு என்று கூறுவதற்குப் பதிலாக 
x - அச்சு , y- அச்சு என்று எடுத்துக் கொண்டால் , ஆயத் தொலை 
வடிவ கணித ( co - ordinate geometry ) முறையில் ( a + i ) என்ற 
எண் , ( a , b ) - களை ஆயத் தொலைகளாகக் ( co - ordinates ) கொண்ட 
ஒரு புள்ளியைக் குறிக்கும் அல்லவா ? இதிலிருந்து ஒவ்வொரு 
கலப்பெண்ணுக்கு பொருத்தமாக ( correspondingly ) ஒரே ஒரு 
புள்ளி உண்டு என்றும் , அதேபோல் ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் 
பொருத்தமாக ஒரே ஒரு கலப்பெண் உண்டு என்றும் தெளி 
வாகிறது . எனவே , ! - il ) என்பதை கலப் பெண் ( + ib , புள்ளி 
( a , b ) என்று பாகுபாடு செய்யாமல் இனி குறிக்கப்படும் . 


$ 3 . கலப்பு எண்களின் செய்கைகள் ( Operations on Complex 

numbers ) 

1 . இரண்டு கலப்பு எண்கள் சமம் என்றால் , அவைகளின் 
மெய்யெண்கள் சமமாயிருத்தல் வேண்டும் அவைகளின் கற்பனை 
எண்கள் சமமாயிருத்தல் வேண்டும் . 


அதாவது , 


a + ib = c + id 5T 50 ( 360 
a = C மற்றும் b = d 


நிறுவல் : 


a to ib = c + id 
( a -- c ) = i ( d -- b ) 
( a - c ) 2 = (d- ) 
( a - c ) 2 + ( b - d ) ? 


- 


( b -- d ) 


. 


இரண்டு வர்க்க எண்களின் கூடுதல் பூச்சியம் 

என்றால் , 
அவை தனித்தனியே பூச்சியம் ஆகும் . 


* 


எனவே 


0 . 


d 


- 


- 


அதாவது 

- d . 
2. ( a + ib ) + ( c + id ) = ( a + c ) -- i ( b + d ) 
3. ( a + ib ) - ( c + id ) ( a - c ) +1 (b d ) 
4. ( a + ib ) ( c + id ) ( ac - hd ) + i (bc + ad ) 
at ib 

( a --- ib ) ( C 
5 . 
c + id 

( C + id ) ( C id )| 
( a + bd ) 

( bc 

ad ). 
+ da 

+ de 


id ) 
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குறிப்பு : மேலே ( 2 ) முதல் ( 5 ) வரை உள்ள சமன்பாடுகளை 
நன்கு நோக்கினால் , இரண்டு கலப்பு எண்கள் . + , - 1 , x , + 
ஆகிய செய்கைகளால் ( operations ) மற்றொரு கலப்பு எண்ணையே 
கொடுக்கிறது என்பது தெளிவு . 


6. ( a + ib ) ( a - ib ) = a + b ? ( மெய்யெண் ) 

குறிப்பு : இந்த இரண்டு கலப்பு எண்கள் , என்ற செய்கை 
யால் , மெய்யெண்ணாக மாறுகின்றன . 


- 


சொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒரு கலப்பு எண்ணிலிருந்து -க்குப் 
பதிலாக மாற்றிக் கிடைக்கும் கலப்பு எண் , முதல் எண்ணின் 
இணைக்கலப்பு எண் ( conjugate complex number ) என்று சொல்லப் 
படும் . 


இணை a -- 


ib ; 


a - ib- ன் இணை 


அதாவது , 

a + ibor 
a --- 1 என்பதாகும் . 


- 


$ 4 . கலப் பெண்களின் மட்டு வீச்சு உருவம் ( Modulus : 

Amplitude form ) 
ஆயத்தொலை கணிதத்தில் , ஒரு புள்ளியின் கார்டிசியன் 
ஆயத்தொலைகள் ( cartesian co - ordinates ) ( a , b ) . மற்றும் அதன் 
துருவ ஆயத் தொலைகள் ( polar co - ordinates ) ( r , a . என்றால் , 

a = r cos e ; b = r sin a 
என்று நாம் அறிவோம் ( படம் 3 ) 


P ( a , b ) , ந. ) 


PM 


படம் 8 .. 


எனவே a + ib என்ற கலப்பு எண்ணை 

a + b = / ( cose + Isin a ) 
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என்றும் எழுதலாம் . இந்த உருவத்தில் ஒரு கலப்பு எண் எழுதப் 
பட்டால் , அதை மட்டு - வீசு உருவத்தில் ( modulus - amplitude 
form ) அல்லது ( Temoivre s form ) தீமாய்வர் உருவத்தில் உள்ள 
கலப்பு எண் என்று கூறுவர் . 


T ( cos G + i sin ) 6 = a + ib என்றால் , 


T cosO 


T 


( 


T sin a = b . 


r = == Va2 + 62 
ஆனால் , r- ஐ எப்போதும் , நேர் எண்ணாக எடுத்துக்கொள்வது 
மரபு 


அதாவது 


r = + Vas 

+ a + b2 


... 


( 1 ) 


a 


cos 


--- 


+ a + 6 


* 


மேலும் 


( 2 ) 


... 


h 


sing 


- 
--- 


+ a + be 


( 1 ) -ல் உள்ள r = + Va + b 2 - ஐ , மட்டு ( modulus ) என்று 
கூறுவர் . 


( 2 ) - லிருந்து . 9 - வுக்குப் பல மதிப்புகள் கிடைக்கும் அவைகளை 
வீச்சங்கள் ( amplitudes or arguments ) என்றும் , அவைகளில் , 
( - T. T ) என்ற இடைவெளியில் உள்ள 

கோண 

மதிப்பை 
தலையாய வீச்சும் ( principal amplitude ) என்றும் கூறுவர் . 


- 


முக்கிய குறிப்பு : 1. இனி வருவனவற்றில் வீச்சம் என்று 
குறிப்பிடும்போது தலையாய வீச்சத்தையே குறிப்பதாகக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


2 . 


a , 6 ஆகியவற்றில் மதிப்புகள் தெரியாதபோது , வீச்சம் 

b 
tan என்று சுருக்கமாக எழுதலாம் . ஆனால் a , b 


- 1 


- 


9 


- 


a 
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இவைகளின் மதிப்பு தெரியும்போது , சமன்பாடு ( 2 ) -ஐப் பயன் 

b 
படுத்தி 

அல்ல -வுக்குச் சரியான கோணம் கண்டு 


. 


a 


பிடிக்கப்பட வேண்டும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 
மட்டு 

- வீச்சம் உருவத்தில் மாற்றுக : 


1 + 3 


2 .. 


-- 


3 . 


1 


i 


i 
1 + cos O + i sino 
( B.E. 64 Osmania ) 


1 . 


1+3= 1 ( cos G + i sin a ) என்போம் . 


I cos 


1 


r " sin a 


- 


2 


கா 
- 


- 


+ ( -1) + (43 ) 
1 

13 
-- ; sing 
2 

2 


- 


cos 


27 


- 


3 


3 


. 


- 


1 + i 3 = 2 


2 ( ca 


COS 


27 

+ i sin 
3 


--- 


1 


2 . 


1 +1 
1 i 


( 1 + ) ( 1 + ) 
( 1 i ) ( 1 + ) 


1 + 21 
1- +1 


-- 


- 


T ( cose + i sin a ) என்றால் 


7 cos o 


- 


O 


r sine 


1 


- 


T 


+ 02+ 1 


2 


- 


- 


+ 1 


cos 9 = 0 , sin a 


1 


2 


+ 


1 ( cos 


+ isin 


* ) 
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1 


3 . 


1 
1 + cos8 + isine 


2 cos2 


+ i 2 sin 


9 
COST 


2 


9 


1 

9 
COS 

2 


9 


2 cos 


+ i sin 


분 


9 


COS 


i sin 


2 


பி 


0 


2 cos 


[ cos 


+ i sin 


COS 


- 


i sin 


2 


J 
( ( ) 


1 
2 


sec 


COS 


9 
2 


+ i sin 


2 


(-2 )] 


0 


cos2 


sin2 


9 
2 


1 


- 


- 


-ல 


sec 


2 ( cos (-2 ) 


+ i sin 


in ( - 2 ) ) 


1 


இங்கே மட்டு 


- 


sec 


9 

; வீச்சம் 
2 


8 
2 


2 


85. தீமாய்வர் தேற்றம் ( De Moivoe s Theorem ) 

( அ ) 1 ஏதாவது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழு எண் என்றால் 
( n is any + ve or - ve integer ) 

( cose + i sin er = cos 118 + i sin ng 


( ஆ ) 1 ஏதாவது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் , விகித முறும் பின்னம் 
என்றால் ( n is any + ve or - ve rational fraction )) 

( cos 9 + isin a ) - ன் பல மதிப்புகளில் ஒன்று cos ng + isin ng 
ஆகும் . 

நிறுவல் : - 1 என்ற எண்ணை மூன்று வகையாகப் பிரித்து 
நிறுவல் செய்வோம் . 


வகை ( cos ) 1 : n நேர் முழு எண் என்போம் 
( cosd + i sind ) ( cos B + i sin B ) 

( cos I cos B - sin d sin B ) 

+ i (sin ol cos B + cosd sin B ) 
= cos ( d + B ) + i sin ( + B ) 


- 
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இதே மாதிரி பெருக்கிக் கொண்டே போனால் , 
( cosd + i sindl ) ( cos B + isinB ) / £ OS Y + i sinY ) ... 

cos ( + B + + .... ) + i sin ( + B ++ ... ) ( 1 ) 


- 


என 


... 


சமன்பாடு ( 1 ) -ல் , 4 , B Y. 

n கோணங்களை எடுத்துக் 
கொண்டு , ஒவ்வொன்றுக்கும் 9 எனப் பிரதியிட்டால் , 


( cosa -i sin ear 


- 


cos 18+ i sin ng 


என்று கிடைத்துவிடும் . 


வகை 2 : 


அதாவது , 


n எதிர் முழு எண் என்போம் . 


12 


n ( m > 0 ) 


cos I + i sin a n = ( cos G + i sin a ) -m 


- 
- 


1 
( cos O + i sin am 


- 


1 
cos mo + i sin mo 


[ வகை ( 1 ) ] 


+ 


- 
- 


cosmG + isin me 
( cos mg + i sin ma ) ( cosmo 


i sin me ) 


cos ( - m a ) + i sin ( --- mg ) 

1 


அதாவது , 


( cos 9 + i sin a n = cos n 


i sinna என்றாகிறது . 


வகை 3 : 


1 நேர் அல்லது எதிர் விகிதமுறும் பின்னம் என்போம் . 


அதாவது , 


- 
பக 


( q > 0 ) 


4 


( cos na + i sin na) = cos nq8 + i sin nqg 


( வகை ( 1 ) ] 


யா 


== cos pe + i sin pe 


(( 


1 


- 


2 ) 
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அதாவது , 
(cos ng + i sin n a ) = ( cos 9 + i sin a ) P 

( வகை ( 1 ) அல்லது ( 2 ) ] 


இரண்டு பக்கங்களிலும் q- ன் வர்க்க மூலம் எடுத்தால் , 

cos na + i sin ne = ( cos e + i sin a ) p / q ( cos 9 + i sin a ) 


இவ்வாறு மேற்கண்ட தேற்றம் நிறுவப்படுகிறது . 


குறிப்பு 1 :-எழுதுவதற்கு எளிதாக சில சமயங்களில் , 

cos 9 + i sin g என்பதை cis 9 என்றும் 

cos 8 - i sin ) என்பதை cis ( -8 ) என்றும் 
எழுதுவர் . 


குறிப்பு 2 : cist . cis B = cis ( a + B ) 


4 . 


3. cise . cis ( - C ) - cis ( 0 ) 1 
1 

1 
cis ( - 0 ) ; 

cis ( - 2) 
5. cise + cis ( - 9 ) = 2 cos O 
6. cis 9 - cis ( - a) = 2i sin a 


cis 9 


cise 


[ cis 9 + cis ( - a ) = [coss + i sin a ) + ( cos 9 - i sin a ) 

= 2 cosa 


இதேபோல் cise - cis ( - a ) = ( cos G + i sin a ) - ( cos - I sina ) 

2i sin 01 


86. ( cos 0 + i sin a ) 1 / 4- ன் வேறுபட்ட பல மதிப்புகள் 

( ( All the distinct sing ) ) 


( All the distinct values of cosa + i sin a ) 


1 


( cosa + i sin a ) என்பதற்கு ( வேறுபட்ட மதிப்புகள் 

4 
தாம் உண்டென்று இப்போது நிறுவுவோம் . அந்த q மதிப்புகளில் 
ஒன்றுதான் cos q9 + i sin q0 என்று தீமாய்வர் தேற்றத்தில் 
கண்டோம் . 
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பொறியியற் கணக்கு 


k என்பது , 0 உள்பட , ஏதாவது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் 
முழு எண் என்றால் ( k is an integer , + ve or -ve including zero ) 
cos 8 -- i sin a = cos ( G + 2ks ) + i sia ( 9 + 2km ) என்பது 
தெளிவு . வலப்பக்கத்துக் கோவை (expression ) , இடப்பக்கத்துக் 
கோவையின் பொது உருவம் ( general form ) எனலாம் . 


1/4 


எனவே , ( cosa + i sind ) 


0 


2k 


COS 


+ i sin 


- 


( * + * " ) 


4 


பு 


( 
is ( 


2km 


cis 


9 
4 


( சுருக்கமாக ) 


* 


4 


இங்கே 


3 , ... ( ) , 1 , 2 , 3 , 


-- 


ஆகிய எந்த 


+ --- 


. 


1 


k- க்கு , 

1 
எண்ணையும் பிரதியிடலாம் . 


ஆகவே , ( cos 9 + i sina ) 1 / 4 - க்கு எண்ணிலடங்காத அளவு 
( infinite number of ) மதிப்புகள் இருப்பதாக தோன்றுகிறது . 
ஆனால் அவைகளில் q மதிப்புகளே வேறுபட்டவை ( distinct ) 
மற்றவைகள் அவைகளின் திருப்பங்கள் தான் ( repetitions ) என்று 
காண்போம் . 


- 


k = 0 என்றால் , முதல் மதிப்பு 


cis 


k = 1 என்றால் , 2 - ம் மதிப்பு 


cis 


( 8 ) 
( 3 + 5 ) 
( ++ ) 


+ 


k = 2 என்றால் , 3 - ம் மதிப்பு 


cis 


+ 


... 


... " 


4 


... 


. 


k 


* 


-- 


பு 


1 என்றால் , 4 - ம் மதிப்பு 


4 


cis ( 


+ 


24 - 1 ) 

4 


1 ) 


9 


மேலே உள்ள 4 மதிப்புகளும் ஒன்றுக் கொன்று மாறுபட்டவை 
என எளிதில் உணரலாம் ,. k- க்கு , 0 , 1 , 2 , . ( q -- 1 ) தவிர 
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மற்ற எண்ணைப் பிரதியிட்டாலும் , மேலே உள்ள q மதிப்புகளில் 
ஒன்றைத்தான் கிடைக்குமே தவிர புதியது ஒன்றும் கிடைக்காது . 
ஏனென்றால் , k = q + Y என்றால் , 


- 


cis 


( 4 + Y + 1 ) -ம் மதிப்பு 


+ 


27q + Y ) * 

9 


" ) 


4 


[ 
( 


cis 


9 
9 


2YT 
+ 21 + 

4 


9 


2YT 


- 


cis 


( 


+ 


* ) 


4 


( Y + 1 ) -ம் மதிப்பு 


q மாறுபட்ட 


மதிப்புகள் தான் 


எனவே , ( cis G ) 4 - க்கு 
உண்டென்று அறிகிறோம் . 


குறிப்பு : ( cos e + i sin a ) P/q 

என்பதற்கும் ( -மாறுபட்ட 
மதிப்புகள் தான் உண்டு ஏனென்றால் , ( cos 9 + i sin a ) 

pla 
1/4 
{ cos pa + i sin pe ) 


மாதிரிக் கணக்கு 1 : 
சுருக்குக : 

( cos 29 - i sin 28 ) ( cos 30+ i sin 38 ) -5 
( cos 49 + i sin 48) 12 ( cos 50- i sin 50 )-6 


கொடுத்த கோவையைச் சுருக்கமாக எழுதினால் , 

[ cis ( - 23 ) ] ( cis 38 ) -5 
( cis 

48) 12 [ cis ( -58) ) - 6 
[ cis ( - 140 ) ] [ cis ( - 159 ) ] 

( cis 488 ) ( cis 308 ) 
cis ( - 299 ) 

cis ( - 789 ) 
= cis ( - 298 ) cis ( - 788 ) 


cis ( - 1070 ) 
cos 1078 - i sin 1079 


பொறியியற் கணக்கு . 
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-- 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

( - 1 + iv3 ) + ( - 1 - i { 3 ) sn 
என்று காண்பிக்கவும் . 


28n + 1 

( B.E. 71 ) 


-- 


1 + iv3 = r ( cos G + i sina ) என்றால் 


- 


r cos 0 


1 ; r sin a = 3 


- 


r = + 11 + 3 


- 
- 


+2 


1 


cos 0 


; sin a 


0 


27 
3 


-- 


20 


COS 


1 + i / 3 = 2 


toisin 


COS 


-- 


3 


( * ) 
( - 1 +3) = = ( 

( 2 sis -3 )" . 


= 28n cis 2111 


* 


287 ( : cis 2 n * = 1 ) 


அதேபோல் ( - 1 - T ) =- [ 2 sis ( -- 

sis ( -- > ) ) " 


23n cis ( - 2nm ) 


23.1 


எனவே , ( - 1 + i 3 ] + ( - 1 - 3 ) 

230 + 23 


23n + 1 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

2 cosG = x + - ; 2 cos ( = y + 


; 2 cos 


2 cos y 


z + ; 


- 


என்றால் , 


+ 


2 cos (10 – m ¢ + n + ) 


ய 


xl an 

ym 
ym x / zh 
என்று காண்பிக்கவும் . 


1 


. 


2 cos O 


32 


x + 


2x cos 9 + 1 = 0 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


அதாவது , 


2 cos ( ) = cos20 


-- 


-- 


அல்லது 


x = cos O + i sin a 


இங்கே x = cos I + sin a cis ) என்று எடுத்துக் கொள் 
வோம் . ( x = cis ( _ ) ) என்று எடுத்துக் கொண்டும் செய்யலாம் . 
அதே விடைதான் கிடைக்கும் . ) 


- 


ym 


அதேபோல் y = cis ? , z = cis | 
x21 

cis / { } • < is V 

cis mo 
cis ( / 0 - y ) cis ( - mp ) 
cis ( 10 

-- m ¢ + n V } 
cis ( d ) என்போம் 

( ( 2 10 - mp + V ) 


- 


- 


- 


- 
- 


1 
cis ( 0 ) 


m 


- 


cis ( -d ) 


Xi za 


1 
+ 

xzn 


- 
- 


cis ( u ) + eis ( - ) 


2 cosd 


= 2 cos (19 - m ¢ + n V ) 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


T 


- 


- 


COS 


+ is n 


என்றால் , 


2 


மு . வரை 


-- 


1 என்று காண்பிக்கவும் 


T 


T 


X1 + X , * Xg 


ப 
- 


cis 


- 


* CIS 


2 


cis 


T 


* 
- 


cis 


+ 


24 


+ 


பொ.க.-11 


182 


பொறியியற் கணக்கு 


cis 


- 


1 


1 


2 


- 


cis 75 


கா 


COS 7 + i sinn 


- 


1 


-- 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 


( 1 + x ) 


= po + p x + pa x + ... + px" என்றால் 


nr 


-- 


||| 


( அ ) pe - p2 + p4 


21/2 cos 


nT 
= 20/2 sin 


- 


( ஆ ) p1 - 

ps -+ ps 
என்று காண்பிக்கவும் . 


( 1 + x ) " = po + p1 x + pz x " + 


( 1 ) 


.5 . 


Pnxn 


சமன்பாடு ( 1 ) -ல் x = i எனப் பிரதியிடுக .. 


( 1 + i) = pa + Pi - pa - ps i + p4 + ps i = Ps + 

+ pain ( 2 ) 


- 


இதில் 1- க்குப் பதிலாக 


மாற்றினால் 


50 . 


( 1 - i ) " = pa - pi - pa + pa i + p4 -- Ps i - p . + 

+ p . ( - 1 ) ( 3 ) 


இப்போது , 


1 + i = / ( cos O + i sin G ) என்றால் , 


r = / z , 9 


- 
- 


-- 


( 1 + i , 


( < z cis " ) 


- 


21/2 cis - 


இதேபோல் , 


( 1 -in == 2n! cis 


T 


- 
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சமன்பாடுகள் ( 2 ) ஐயும் , ( 3 ) ஐயும் கூட்டினால் , 

2 [ po - p . + p4 ... ] = { 1 + i ) n - ( 1 - i ) n 


- s " ( 

( cis "" + cis (- * ) ) 


21/2 + 2 cos 


- 


nT 


ஃ - p . - p2 + p4 


21/2 cos 


.00 


மேலும் , ( 2 )-லிருந்து ( 3 ) ஐக் கழித்தால் , 


21 [ pl 


- 


... ] 


- ps + Ps 


[ cis """ -cis ( - * ) ] 


21/2 . 2i sin 


HT 
4 


Fr 


- 


* 


p1 - ps + ps 


2n / 2 sin 


HE . 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 
( 1 - i 3 )-4- ன் எல்லா மதிப்புகளையும் காண்க . 

( B.E. 70. B. Tech . 69 ) 


1 - i - 3 = Y ( cos a + i sin a ) என்போம் . 


Yccse 


1 


. 


Ysine 


- 13 


Y = + 11+ 3 


2 


D 


cos e = ; 


sin 


-- 


13 
2 


. 


* 


* 


e 


3 . 


எனவே 1 - i 3 = 2 


2 ( cos ( - 5 ) + tain ( - ; ) ] 
= 2 cis ( - ; ) 


பொறியியற் கணக்கு 
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தைப் பொதுக் கோவையாக எழுதினால் 


அப 


2 cis 


1 - i- 3 ) 


m 


( 


+ 2km 


2km ) 

" ) 


( 1 -- if 3 )1/4 = 21/4 cis 


(-1 


kT 
2 


12 - 


எனவே ( 1 - i 1 3 )1 /4 - ன் நான்கு மதிப்புகள் 


--- 


- 
நடப 


+ * " ) , 


21 /* cis 


0,1,2,3 


- 


2 


ஐ 


மாதிரிக் கணக்கு 7 . 

1 - ன் மூன்று மதிப்புகளையும் காண்க . அவைகளை 1 , , , 
வ , எனப் பெயரிட்டால் , ய , 

என்றும் , 0 . என்றும் 
நிறுவுக . மேற்படி மூன்று மூலங்களை 1 , 4 , " என்று வைத்துக் 
கொண்டால் , 


( அ ) 1 + 0 +2 


பாபா 


0 


1 


. 


1 


-பா 


- 


( ஆ ) 


1 
1 + ய 


+ 


1 +2 ய 


2 - ய 


என்றும் நிறுவுக . 


1 


cosO + isino 


cis O 


எனவே அதைப் பொதுக் கோவையாக எழுதினால் 


1 = cis 2km 


2km 


11/8 


-- 
- 


( cis 2km] / = cis 


--- 


k = 0 என்றால் , 11/3 


ciso 


--- 


1 


1 


21 


k = 1 என் றால் , 1/3 


cis 


== cos 120 ° --- i sini 12 ) 


1 


3 


- 


- 


* டி 


ய 


ப 


--- 


- 


k = 2 என்றால் , 1 / = cis 


cos 240+ sin 240 


3 


1 


13 
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2 


இப்போது , 


2 
3 


1 


- 


cis 


4 
3 


|| 


2 


47 


மேலும் 


ய , 


ய 
2 


( cis 

) 
= ( ais 

-) 
( 27 


8 . 
cis 


= 


= 


27 
27 + 

3 


- 


cis 


2T 
cis 

3 


1 


எனவே மேற்படி மூன்று மூலங்களை 14 , 02 என வைத்துக் 
கொள்ளலாம் . 


27 
இங்கே ய = cis 

3 


அல்லது cis 


என்போம் . 


3 


2 


21 
( அ ) 1 + 0 + 2 = 1 + cis 


-ாசா 


+ ( cis 


1 + cis 


27 

+ cis 
3 


--- 


3 


1 


க 
- 


1 


1 
2 


3 


- 


13 
2 


1 
2 


- 


- 


0 


2 


ஆ ) கொடுத்த இடப்பக்கக் கோவை 


1 


1 


- 


+ 


1 
2 + ல 


1 + 2 ய 


1 + 


( 1 + a ) ( 2 + a ) - ( 1 + 2n ) ( 2+ ) + ( 1 + 2 ய ) ( 1 + a ) 

( 1 + 2 ய ) ( 1 + 4 ) (2-4) 


( 2 + 30 + 2 ) - ( 2 + 50 + 20 ) + ( 1- + 30 + 202 ) 

( 1 + 2 ய ) ( 1 + ) ( 2 +6 ) 


1 + + 
( 1 + 2 ல ) ( 1 + ) ( 2 + ) 


- 


0 . 


பொறியியற் கணக்கு . 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 

cos d + cos B + cos Y = sin { + sin 3 + sin Y = 0 


என்றால் , 

( அ ) cos 3 + cos 3B + cos 3Y = 3 cos ( d + B + Y ) 


( ஆ ) sin 3d + sin 3B + sin 3Y = 3 sin ( a + B + Y ) 
என்று நிறுவுக . 





40 . 


cosd + cos B + cosY = 0 


( 
1 
) 


- 


sin d + sin B + sin Y = 0 


( 1 ) + i x ( 2 ,-லிருந்து 

cis d - cis B + cis Y == 0 


அல்லது 

x + y + z = 0 ( x 


- 


cis & முதலியன ) 


எனவே 


x + y + 


- 
- 


3xyz 


அதாவது , 

( cis cu ) + ( cis B ) 8 + ( cis Y ) 


- 


3 cis o cis B • cisY 


அதாவது , 

cos 3d + cis 3s + cis 3Y == 3 cis ( a + B + Y ) 


அதாவது , 
( cos 3d + i sin 3df ) + ( cos 3B + isin 3B ) 
+ ( cos 3Y + i sin RY ) 3 cos ( + 8 + Y ) 

+ 3i sin ( + 8 + Y ) 


* 


இரு பக்கங்களிலும் மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன் 
செய்தால் , 


cos 3d + cos 3B + cos 3Y = 3 cos ( d --- B + Y ) 
sin 3d -- sin 3B + sin 3Y = 3 sin ( a + B + Y ) 
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மாதிரிக் கணக்கு 9 . 


கீழ்வரும் சமன்பாட்டின் மூலங்களைக் காண்க . 


+ x5 


x + 1 


( B. Tech . " 72 ) 


- 


--- 


x + x - ( x + 1 ) = 0 
x * ( 34 + 1 ) -- ( x * + 1 ) 
( x 1 ) ( x + 1 ) 0 


0 


- 
- 


- 


5 


-- 1 = 0 அல்லது x4 + 1 = 0 . 


1 


- 


வகை ( 1 ) x5 


0 


- 


அதாவது x = 1 = cos ( 2km ) + i sin ( 2km ) 


* 


COS 


( * ) + 


+ i sin 


-- 


( * ) 


2k 
5 


kk 


- 


0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 


வகை ( 2 ) x * + 1 = 0 


அதாவது x * = - 1 = cos ( 7 + 2km ) + i sin ( x + 2km ) 


- 
- 


COS 


[ ( 2k + 1 ) * ) + isin ([ 2k + 1 ) - ) ( 2 ) 


k = 0 , 1 , 2. 3 . 


கொடுக்கப்பட் 


ஆக 9 மூலங்களும் ( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளில் 
டுள்ளன . 


. 


மாதிரிக் கணக்கு 10 . 


21 +2 


H 


- 
- 


0 - வின் மூலங்கள் , மற்றும் 


o , 3 என் பவை 12 
cot = x + 1 என்றால் , 


( x + on - ( x + Br 

od B 


sin " 
sin " 


- என்று நிறுவுக . 


24. 4 - 8 


d , B 


1 + i 


: 
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db 


1 + i ; B = 1 = i , o 


B 


VA 


2i 


Xto = coto - 1 + 1 + i = coto + i = 


cos to i sin 

sing 


i sin 0 


* + B 


coto 


1 - 1 


i 


coto 


i 


coso 

sin 


( x + 2 ) 


( cis p ) " 
( sin o ) " 


cis ng 
sin " . 


cis / - np ) 


அதேபோல் ( x -- B ) == 


sinap 


cis r.o 


LAME 


( x + 2 ) " - ( " 

B 


cis ( - 119 ) 
2i sin " 


2i sin rº 
2i sina o 


sin ro 
sin . " 


மாதிரிக் கணக்கு 11 . 

( a + ibi ) (ag tiba ) 


( an 


iba ) 


= A + iB 


என்றால் , 

( 91 ) (a , + 5 ° ) (aga + b ) ... (am + bc ) 


A ? + B2 


( a ) tan - 1 


( a ) 


+ tan - 2 


( :) + - + tan ( O ) 


B 


tan 


என்று காண்பிக்க . 


di tibi 


Y , cis 01 
Y , 


a , wafan ib 


Www 


cis 02 


e . 


ant iba 


= 


Yn cis On 


A + iB = R cis o GT60 Count 


கொடுத்த சமன்பாட்டை பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


FA.The=1+++ IPET = . 


............. " 


* ++14- 111 ITtyr = * = 1. T - 


ப - டி + + + + + + , ப 
ITF * ----+ +0 
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( Y , cis 01 ) ( Y , cis 8. ) .... ( Y. cis en ) = Rcis p 


அதாவது , Y Y , 


Y. cis ( 0 + 0 , + 


9 ) 


க . 


- 


Rciso 


T 


4 ) 


அதாவது , T1 12 13 T. [ cos ( 01 +0 , + +0 . ) 

+ i sin ( 0. --0 + + . ) ] R ( cos p + i sin p ) 
மெய்பகுதி , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் , 
ry • re ... In cas 91 + e , + 

--- G. ) 

( 1 ) 
Tsin ( 0 + 0 , + +0 . ) = R sino ( 2 ) 


RCOS 


. 


2 


( 1 ) , ( 2 சமன்பாடுகளின் வர்க்கம் எடுத்து , கூட்டுக . 

F , 

R2 


உ 


அதாவது ( a " --- he ) ( a ) --- b , ) ... ( am2 + bre ) == A2 + B * 
( 2 ) -உது சமன் பாட்டை ( 1 ) -வது சமன்பாட்டால் வகுக்க , 

tan ( 01 + 9 , + ... -- 0. ) 


- 
- 


tan o 


* 01 -- 0 , + 


+ . 


- 


P 


. 


அதாவது 


10 


tan - 1 


( 2 ) 


B 


+ tan - 1 


( 2 ) 


-- 


-- tan - 1 


- 
- 


tan - 11 


* 


(13 


மாதிரிக் கணக்கு 12 . 


x == cos ol + i sind , y = cos B + i sin B 

cosY + i sinY , மற்றும் x + y + z = 0 


-க 


1 


--- 


1 


1 


என்றால் 


+ 


+ 
- 


0 என்று காட்டுக . 


( B E. 65 ) 


y 


Z 


* 


x + y + 2 

0 என்றால் 
cos + cos B + cosY + i ( sind sins siny ) 
என்று ஆகும் . 


- 
- 


மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் , 

cos d + cos B + cosY 0 
sin ol + sin B sin Y 


( 2 ) 
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( 2 ) -வது சமன்பாட்டை i- ஆல் பெருக்கி ( 1 )-லிருந்து , கழித்தால் , 
( cosd - i sin d ] + cos B - i sinB ) + ( cos Y - i sinY ) 0 


1 


ஆனால் , cosd 


i sind 


- 


1 
cos d + 1 sind 


9 


1 


1 


இதேபோல் , cos B 


i sin B 


cosY - i siny = 


- 


- 


Z 


1 


1 


1 


+ 


-- 


O 


Z 


பயிற்சி 1 . 


-- 


1 . கீழ் வரும் கலப்பெண்களை மட்டு - வீச்ச உருவத்தில் 

மாற்றி அமைக்கவும் . 
( 1 ) 1 

( 2 ) -1 

( 3 ) i 
( 4 ) i 

( 5 ) 2 

3i 
( 6 ) 1 + 2 + 

( 7 ) 2 - 3 + i 
( 8 ) ( 2 - i ) ( 1 + i ) ( 9 ) ( 2 i 3 ) ( 1 + ir 3 ) 
1 + 

1 + 133 
( 10 ) 1 + - 31 ( 11 ) 

( B. E. 70 ) 

3 + 21 
1 - 1 
( 12 ) 
1 i 

1 +1 


2. கீழ் வரும் கோவைகளைச் சுருக்கி எழுதுக . 

( cos 20+ i sin 20 ( cos 38 i sin 30 ) -5 
( அ ) 

( cos 30 + i sin 30 ( cos 40 + i sin 45 


- 


4 


( ஆ ) 


( cosd + sind ) 
( sin B + i cos B ) : 

1 + sin r / 8 + i cos T / 8 
1 + sinr8 i cos 7,8 


) 


( B. Tech . 70 ) 


- 


1 cos 20 + i sin 20 
1 + c ) s 20 - i sin 20 


- 


- 


( உ ) 


( cosO + isine) ( cns 29 
( Dos 20+ i sin 29 / ( cos 3 


i sin 29 ) 
i sin GS ) 


18 


ment I VEHTTI ; F காத ........ " " 


-- - - - - - , an - |T1- 1 - பட்ட 
" பட-- -... - VI . 

....... பபபர .1 1... IF - . - - - - - 
17 ---- 1 - -... -ட-- - ---- . --Pr ," " " 


- 


- 


ÇOS 


) 


- 


COS 


---- 


( 

( " 


- 


ஈ2 ) 


( 5 ) cos 600 + Isin 
உயர் திரிகோண கணிதம் 
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3. பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
( அ ) ( 1 + cos G + isine ) r + ( 1 + cos 0 i sin 0 , " 

2 + 1 cost 9 na 

( B. Tech , 68 ) 

2 2 
1 - + sin p + icns ] 

ገጽ 
( ஆ 
1 + SII + ics 

np 
2 

nT 
+ i sin 

ne 

2 
( இ ) [ ( cos 0 + cos p ) + i ( sin G + sin p ) ] r 
+ [ ( cos G + cos p ) - i ( sin 0 + sin p } ] r 
- 20 + 1 cost 

P 
( உ ) ( 1 + i } n + ( 1 - i , 

( B. Tech . 69 ) 
( ஊ ) ( a + ib ) m , r ( a + ib ) m / n 

2 ( a + b2 ) 12 
4. கீழ்க்கண்ட கலப் பெண்களின் எல்லா மதிப்புகளையும் 

காண்க . 
( 1 ) ( - 1) 

( 2 ) ( 1 - iv3 ) 

( B.E.70 , (B.Tech . 69 ) 
( 3 ) (13 - 1) 

( 4 ) ( 1 + i) 

( B. E. 65 , 68 ) 
( 6 ) ( 1 + i [ 3 ) + ( 1 -13) 


n + 


HT 


2 


COS 


11 


COS 


tar- :) 


/ 


( 7 ) 


( B. E. 61 ) 


2 + 31 


172 


பொறியியற் கணக்கு 


5 . 


13 -ன் 5 மதிப்புகளையும் காண்க . மேலும் 
( 5 ) 


21 


sin 2 


+ sin 


5 
- என்று காட்டுக . ( B. E. 72 ) 
4 


5 


1 


6 . 


--- 


2 cos 9 


1 
2 cosp = y + 

y 


என்றால் , 


x + 


- 


X 


பின்வருவனவற்றை நிறுவுக . 


xm 


+ 


P 
xm 


= 2 cos ( ing - mp ) 


-- 


( B.E. 72 ) 


n 


ym 


( ஆ ) 


2i sin ( n ) - m ? ) / 


m 


1 


( இ ) xm 1 " + 


+ 


x " y ? 


2 cos ( m0 + 2P) ( B. Tech . 69 ) 


7 . 


x = cis u . v 


- 


cis B. 7 = cisy , u = 

cisY , u = cis 8 என்றால் , 


( i ) ( x + y ) ( z + u ) 


4 cos 


x 


-- 


( * 2 * ) cos ( z ) 
( -+ (a + + + ) +141 ( 4 + 8 + 7 + ) ] 

( -Y- ) 
[ os ( 4 

++) + in ( + 1 + 1 + )) 


a + B 


( ii ) xy + zu = 2cos 


X 


என்று காண்பிக்கவும் . 


3 . 


- 


sin ol + sin B + siny 


cos d + crs B + cos Y 0 
என்றால் , பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 

( அ ) cos 20+ cos 28 + cos 2Y 


- 


0 


( B. Tech . " 72 ) 


- 


0 . 


( ஆ ) sin 2d + sin 2B + sin 2Y 
( இ ) cos ( B + Y ) + cos ( Y + d ) + cos ( d + B ) = 0 . 
( ஈ ) sin ( B + Y ) + sin ( Y + d ) + sin ( d + B ) = 0 


உயர் திரிகோண கணிதம் 
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( உ ) sin d + sin B + - sin Y = cos d + cos B 

+ ccse Y = . 


( ஊ ) pcos ( 2d + B + Y ) = z sin ( 2d + B + Y ) = 0 


[ கு றிப்பு : 


மா . க . ( 12 , ஐப் பயன் படுத்துக . ) 


9 . 


a = cis 2a , b = cis 2B , . c = cis 2r , d = cis 28 


என்றால் , பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 


1 


( அ ) - abc + 


= 2 cos ( 4 + B + Y ) 


abc 


( 86) N all 


+ 


M 


id 
ab 


2 cos ( d + B- Y - 8 ) 


ap ba 
c ds 


c ds 
ap b4 


- 


2i sin ( pd + 9B 


rY - sd ) 


( ஈ ) 2 sin ( a 


B ) cos ( a - B ) = 


= 2 ; ( ; - ) 
( உ ) cos ( a + B ) - sin " ( a + B ) = ( ab + 44 ) 


10.x = cos 9 + i sin g என்றால் , 


x2n + 1 

+ x 


cos ng. 
cos ( n - 1 ) 


( B. E. 64 , S. V , ty ) 


xn- 1 


11 . ஆரம் 1 உள்ள ஒரு வட்டத்தின் -விட்டம் AB என்போம் . 
வட்ட வில்கள் AP , P1 P2 , 

P1 P. , Py , Ps , ... எல்லாம் சமமாயிருக் 
கும்படி P , P ,, Ps , ... என்ற புள்ளிகளை எடுத்துக் கொள்க . 
வட்டவில் 


1 


BP / == x + 


என்றால் , 


1 


BP , 


= x2 + 


BPS 


+ 


என்று காண்பிக்கவும் . 
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12 . 


x2 


2x cos 9 + 1 = 0 என்றால் 
2x ? cos n 0 + 1 = 0 என்று நிறுவுக . 


* 2n 


13 . 

கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் மூலங்களைச் காண்க . 
( அ ) 8 

1 
( ஆ ) x + x + 1 

( B.E. 71 ) 


-- 


-- 


- 


- 


( Y. E. 62 ) 


--- 


SPEC 


-- 


x +1 0 
( ஈ ) x3 

( 3 + i 
( உ ) x + 4 + 33 + 1 0 
( ஊ ) x * + x3 + x2 + x + 1 
( எ ) , x 

4 x + x2 - x + 1 
( ஏ ) ( x + 1 ) " = ( x 
( ஐ ) ( x + 1 ) = xr 


0 


1 ) n 


-- 


21 
14. d cis என்றால் x + x + 2 = 0 என்ற சமன் 

7 
பாட்டின் மூலங்கள் d + 3 + 4 , மற்றும் 8 +45 + d * 
என்று நிறுவுக . 
15. 1 டன் 

மூலங்களில் 1 அல்லாத மூலம் ஒன்றைய 
என்றால் , மற்றும் 21 , 22 , 23 மூன்று கலப்பெண்கள் என்றால் , 
( z , + ம z , + was ) ( z + 22 , + Wzs ) 

= z * + 2 , 2 + zg3 Z12 ;: -- 2929 zsZ1 
என்று நிறுவுக . 





16 . 1 என் n மூலங்கள் பெருக்கு விருத்தி பெருக்குத் 
தொடர்களாக ( Geometiic progression ) உள்ளன என்று நிறுவுக . 


1,. 


17 . 


17- ன் 7 மூலங்களையும் காண்க . அவைகளை 
எனப் பெயரிடுக . 


- 


m = 7- ன் மடங்கு ஆனால் , 1 " + " + (a ") " + 

+ ( ° ) - 7 என்றும் 
n = 7 - ன் மடங்கு என்றால் , 1 " + மா + ( ய ) + + ( w ) " = 0 
ன்றும் காண்பிக்கவும் . 
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உயர் திரி கோண கணிதம் 


விடைகள் 


1. ( 1 ) cos O + i sin 0 


( 2 ) cos * + i sin a 


7 


( 3 ) cos 


+ i sin 


R 
2 


2 


( 4 ) cos 


( - ) + isin ( 5 ) 


( 5 ) ✓ 13 cis ( -56 ° 19 ) 


( 6 ) 4 + 2 v 2 


cis 


8 


( 7 ) 2V 2 


v 3 cis 750 


( 8 ) ✓ 5 cis ( 73 ° 26 ) 


( 9 ) ✓ 28. cis ( 19 ° 6.5 ) 


( 11 ) 2 cis 


( 10 ) Mä сis ( -2 ) 

2 cis ( - ) 
Code ) * 

cis ( 44 + 53 - 5- ) 


( 12 ) 2 cis 


6 


2 . 


( 91 ) 1 


- 1 


( FF ) i tano 


( 2 ) 1 


k = 0 , 1 , 2 , 


9 


+ 


4k7 
15 


k = 0 , 1 , 2 , 8,4 


15 


k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 


( 1 ) cis ( To + ** ); 
( 2 ) et cis (- 10 + ***), x = 0 , 1 , 2 , 8 
(8) e * cis ( -1 :) 
( 4 ) 88 cis ( + *** ) ; 
( 5) ( a 
( 2 cos . )"cis ( 7.2 + ***), k = 0 . 

** 0,1,2 
See 

(akin:) , k 
( 2** *** ). k = 0 , 1,2 


( 6 ) 2 cos 


13 .. ( ) X = cis 


k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 


( * ) x = cis 


A. 
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பொறியியற் கணக்கு 


- 


cis 


RO 
2 


+ 


k 


* 


0 , 1 , 2 , 3 


23 cis 


k = 0 , 1 , 2 


- 


( 
23 

( 73 + ; ). 
( 1) 

( 4 ) 


- 


cis 


T , k 


கா 


0 , 1 , 2 


மற்றும் x = cis 


T , k = 0,1,2,3 


21r 


ஊ ) 


- 


cis 


k = 1 , 2 , 3 , 4 


5 


( 2k + 1 ) T . k = 0 , 1 , 3 , 4 


( எ ) 


- 


cis 


9 


( ஏ ) 


km 
i cot 


- 


k 


-- 


0,1,2 , 


( n - 1 ) 


1 . 


rk 


-- 


( ஐ ) 


X 


- 

{ ! + 


1 + icot 


-- 


} 


k = 0 , 1 , 2 , 

, 2 , 


( n - 1 ) 


57 . 


ஆர்கன்ட் வரபடம் மூலம் கலப்பெண்களை 

ஆராய்தல் 
( Gecmetrical study of Ci mplex numbers ) 


ஆர்கன்ட் 

வரைபடத்தில் a + ib என்ற கலப்பு எண்ணை 
எவ்வாறு குறிப்பது. என்று பார்த்தோய் , அதாவது , + என்ற 
கலட்டெண் , ஆயத் தெ ல கணிதத்தில் ( co - ordinate geometry ) 
( a b ) என்ற கார் டீ சியன் அயத் தொகள் cartesian co - ordi 
nates ) அல்லது ( r . { } ) என்ற துருவ அழத் தொடைகள் ( po lar , 
( co - crdinates )உள ஒரு புள்ளியால் குறிக்கப்படுகிறது . மேலும் 


r = + Va + be ; r cos ( ) 


க 


a . r sing 


b 


என்று கண்டோம் 


இனி இண்டு 

சவப்பெண்களின் கூட்டல் , சழித்தல் , 
பெருக்கள் , சதித 

அர்கன்ட் வரைபடத்தில் 
எவ்வாறு ( P + பம் என்று காண்டோம் . 


சியவான் 


உயர் திரகோளான கணிதம் 


18. இர ந கலப்பு ள் ள க ண் கூட்டல் ( Addition of two 

COFriplex , RL : Lpers )) 


கலப்பெண்களை 


2 = { -- என்ற 
எடுத்துக்கொள்வோம் 


C ( 3 + 32) 


B ( 52) 


ப 


! 


R 


| 


. 
! 


படம் 


என்று நாம் அறிவோம் . 


21 , என்ற கலப்பு கண்களை 1, 3 என்ற புள்ளிகள் குறிக் 
கட்டும் . 21 --- 3 2 என்ற கலப்பு எண்ணைக் குறிக்கும் புள்ளியைக் 
காண்பது நமது நோக்கம் . 


வரைவு மு ை { CCnstruction ) : DABC என்ற இணைகரத்தைப் 
( parallelograri) பூர்த்தி செய்க , பின் C என்ற புள்ளி 
என்ற கலப்பு எண்ணைக் குறிக்கும் படம் 4 ) . 


நிறுவல் : பொய்யச்சு ( X- க்குச் செங்குத்தாக , 41 , 15.M , C ? * 
என்ற நேர்கோடுகளையும் , CN- க்குச் செங்குத்தாக 4 R என்ற நேர் 
கோட்டையும் வரைக . 


பின் , , OM - 1 /), MB = 1 / 


வரைவு முறையால் , 1 ARC = 10MB 
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பொறியியற் கணக்கு 


ON = 

OL + LM 


OL + AR 
OL + O.M 


- 


- 


a + c 


மேலும் , NC : = NR + RC 


-- 


LA + MP 


5 + d 


C என்ற புள்ளி ( a + c ) + i ( b + d ) அதாவது 2 1 2 , என்ற 
கலப்பு எண்ணைக் குறிக்கும் . 


குறிப்பு : மேலே கண்ட இரு கலப்பு எண்களைக் கூட்டும் 
மூறை , இரண்டு வெக்டர்களைக் கூட்டும் முறையாகவே உள்ள 
தைக் கவனிக்கவும் . 


அதாவது , 21 = 0A , 2 , 


OB என்றால் , 


- 


-21 + 2 , = OA + - OB = OC 


கனவே 

எந்த ஒரு கலப்பு எண்ணும் ஒரு நிலைவெக்டரைக் 
( position vector ) குறிக்கும் . 


அதாவது , ( 3 , y) என்பது P என்ற புள்ளியின் கார்டீசியன் 
ஆயத்தொலைகள் , மற்ளம் ( Y , G ) அதன் துருவ ஆயத் தொலைகள் 
என்றால் , கலப்பு எண் x + iy = OP நிலைவெக்டர் , இந்த வெக்டரின் 
நீளம் = Y = + ^ { x + y : மேற்படி வெக்டரின் திசை ( direction ) , 
X- அச்சிலிருந்து 9 ° கோணத்தில் திரும்பியிருக்கும் ( 6 


- 


( 6 


tan - 1 


* ) 


39. இரண்டு 

ரண்டு கலப்பு எண்களின் கழித்தல் ( Subtraction of 
two complex numbers ) 


முன் போலவே 21 = a + ib , 2 , = c -- id என்ற இரு கலப்பு 
எண்களை A , B என்ற புள்ளிகளால் குறிப்போம் . 


- 0A , 2 , 


- 


OB 


கான்று 8 - ல் கண்டோம் . 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


Es = 21 + ( -24 ) 


OA --- ( - OB ) 


ப 


= CA + BO 


OA + OR " ( B 


* 


B ( 32 ) 


14 


x 


( 


F 


C ( 3.- 32 ) 


* 


B ( 3 ) 


படம் 5 . 


எனவே , BO என்ற நேர்க்கோட்டை நீட்டி , BO = OB 
என்று எடுத்துக் கொள்க . பின்பு , 0AB C என்ற இணைகரத் 
தப் பூர்த்தி செய்க . 


க 


- 


- 


பிறகு 001 OA + OB 

11 

12 என்பது தெளிவு . 
எனவே - 

C " என்ற புள்ளி 21 - 2 , ... என்ற கலப்பு எண்ணைக் 
குறிக்கிறது ( படம் 5 ) . 
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பொறியியற் கணர் 
10. இரண்டு கலப்பு எண்களின் பெருக்கல் ( Product of twd 

complex numbers ) 
z1 == a + ib = 11 ( cos 61 + i sin 9. ) 

c + id = 12 (cos 32 + i sin 8. ) 


என்ற இரு கலப்பு எண்களை A , B என்ற புள்ளிகளால் குறிப்போய் , 
ங்கே 

துருவ ஆயத் தொலைகளைப் பயன் படுத்துவது நன்மை 
பயக்கும் . 

Z1 • Z ( r l cis 91 ) . ( r s cis 92 ) 


அதாவது , -1 • 32 == 11 , r , cis ( 91 + 0. ) 


இதிலிருந்து , இரண்டு கலப்பு எண்களின் 

பெருக்கலின் மட்டு தனித்தனி மட்டுகளின் பெருக்கல் , 
மற்றும் , பெருக்கலின் வீச்சம் தனித்தனி வீச்சங்களின் கூட்டல் 
என்றும் தெரியவருகிறது . 


c ( 332 ) 


3 


A ( 3:) 
( 9 ) 


B ( 32 ) 
( 12,92 ) 


9 , 


SK 


X 


படம் 6 . 


வரைவு முறை : -X அச்சில் , K என்ற புள்ளியை ( CA = ! 
அவரு இருக்கும்படி எடுத்துக் கொள்க . BK- ஐச் சேர்க்கவும் , 
OA-க்கும், ( B- க்கும் இடையில் இல்லாதபடி . 

AOKE- க்கு படி 
வொத்திதாக 4QAC வரைக . 


யின் பு.என்ற புள்ளிதான் , என்ற கலப்பு. எண்ணைக் 
குறிக்கும் படம் 6 ) . 


- 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


. 


நிறுவல் : 


வரைவு முறைப்படி , 

0B 


DA 
OK 


OC 


OC = r1 12 


--- தாவது , 


1 


roc = xda + sod 


மேலும் , 


A 
TOB 


-- 


( வரைவு முறைப்படி ) 


எனவே , 


OC 


E - , என்ற கலப்பு எண் என்ற புள்ளியால் குறிக்கப்படு 


811. இரண்டு கலப்பு எண்களின் வகுத்தல் ( Division of two 

complex numbers ) 


21 = 1 + ib = ri ( cos 81 

11 ( cos G1 + i singi ) 





என்ற இரு கலப்பு எண்களை 4 , B என்ற புள்ளிகள் குறிக்கட்டும் . 


T 


Fi cise , 
r , ciss : + 


cis ( er - 32 ) 


அதாவது , வகுத்தலின் மட்டு தனித்தனி மட்டுகளின் 
வகுத்தல் என்றும் , வகுத்தலின் வீச்சும் = தனித்தனி வீச்சங் 
களின் கழித்தல் என்றும் தெரிய வருகிறது . 


- 


வரைவு முறை : Y- அச்சில் K என்ற புள்ளியை 

1 
அலகு இருக்கும்படி தெரிந்தெடுக்கவும் . OA , OB இவைகளுக்கு 

டையில் வருமாறு , - OKB-க்கு வடிவொத்ததாக 4 OCA 
வரைக .. பின்பு, C என்ற புள்ளிதான் என்ற கலப்பு எண்ணைக் 
குறிக்கும் 
மிக்கும் ( படம் 7 ) . 


( 2 ) 


D 





* 


கலப்பு எண்களைக் கூடிய தன் மட்டு . 

பொறியியற் கணக்கு 
A ( 3 . ) 
( 1,9 ) 

B ( 32 ) 
K 

படம். 7 . 
நிறுவல் : வரை முறைப்படி , 
மேலும் , HC and co . 

XOB 
எனவே , C என்ற புள்ளி -ஐக் குறிக்கும் . 
8.12 . துணை முடிவுகள் : 
1. , 
படம் ( 4 ) -ல் , | 00 | < / A1 + | AC | 

| OCT < iOA + | OR 

| zx -- 2 < / z k + 3 | 
மட்டுக்ககாக கூடியதைவிடக் குறைவு . 


- 


- 


7 . 


183 : 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


படம் ( 15 )-H , 00 | -- | OBI + > | B C" 


அல்லது 


| oc | + | OB | > | OA | 


: 
ܝܶ 


-- 


அதாவது , 

2 , +22 

z.1 > | zu | _ | z - 
அதாவது , இரு கலப்பு எண்களின் கழித்தலின் மட்டு , தனித்தனி 
பாட்டுக்களின் கழித்தலைவிட அதிகம் .. 


படம் ( 5 )-ல் , வெக்டர் விதிப்படி 


OB + BA = 0A அல்லது BA = A - 0B 


அதாவது , A [3. B( z , ) என்றால் 


BA 


- 


z , மற்றும் AB- 3 , 


13. ஓரு கலப்பு மண்ணின் -ன் வர்க்க மூலங்களை ஆர்கண்ட் 

வரைபடத்தில் காட்டுதல் ( Representation of rath roots 
of a complex aumber in Argand diagram ) 


கொடுத்துள்ள கலப்பு எண் ... a --- $ 5 . என்போம் . இதைப் . 
பொதுவான மட்டு- வீச்சம் உருவத்தில் மாற்றுக 


பின்பு a + ls . = r fcos ( 9 + 2km ) + i sin ( 6 + - 2kx } ] 
+ via +62 , LOSS 

sino 
--- * + 53 


- 


எனவே 


(+6 , ( - ( 4 + % ) , ( : - 4 ) 


* 


Fran 


... 


( n -- 1 ) . 
5 என்று குறித்தால் , 


மேல் கண்ட வர்க்கமூலங்களை z ; 3 , 


+ Tsiy. 


(8 ) 


-- 184 


பொ தியட்டர் கணக்கு 


அல்லது சுருக்கமாக எழுதினால் . 


- 


என் 


1 


ட 


" 


cis ( H ) 
---- (e ) ------ 

25 ) 
-- + ag= "1) -- --- 

சே ) ( 
---- -- 


1 


12 


cis 


( 


| 


4 


cis 


1 ) * ) 


இந்த / வர்க்க மூலங்களை ... t என்ற புள்ளிகளால் , குறித் 
தால் , அப் புள்ளிகளின் துருவ ஆயத் தொலைகள் , முறையே 


( , ).( * :-) ( . 


29 ). 


1 


ஆகும் ( படம் 8 ) . 


இந்த துருவ ஆயத் தொலைகளில் ஆரவெக்டர்களின் நீளங் 


1 


T 


கள் எல்லாம் ) 


என் ற 


ஒரே 


அளவினதாக 


இருப்பதைக் 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


185 


1 


கவனிக்கவும் . ஆகவே -அவைகள் 0 - ஐ மையமாகவும் , - ஐ 
ஆதரமாகவும் உள்ள வட்டத்தின் மேல் அமைந்துள்ளன என்று 
தெளிவாகிறது . 


PA 


P3 


UC 


P2 





P 


* 


X 


P 


Pn 


படம் 8 . 


மேலும் 


xOP = 9 - x2 = 


YOP 


--- 


... 


+ (r- 1 ) ..... 


A 
அதரவது P , OP . 

== P_OPS 


உன 
P.OP , = ? = 


= 


எனவே PPPS Pa ஆகிய 2 புள்ளிகளையும் அடுத்தடுத்து 
சேர்த்தால் , 7 பக்கமுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் ( regular 
polygon ) கிடைக்கும் . மேற்படி பல்கோணத்தின் 

1 


( Vertices ) தான் ( 1 - 15 ) 


-ன் 7 ! வர்க்க மூலங்கள் . 





*** 


Sative operator ) பணியம் OP என்ற வெக்டரை 

பொறியியற் கணக்கு 
கற்பனை எண் -க்கு ஒரு 

www.so ( An interpretation 
for the imagioary number :) 
ஆர்கன்ட் 

வரைபடத்தில் கலப்பு எண்கனக் குறிக்கும் 
வீதத்தை 2 - ல் கண்டோம் , எந்த ஆதாரத்தை அடிப்படையாகக் 
கொண்டு , தூய கற்பனை எண்கள் ( pure - imaginary numbers ), 
-அச்சில் குறிக்கப்படுகின்றன ? T / - 1 என்பதை , தூய கற்பனை 
எண்களின் அலகு என்று கூறுவதைத் தவிர வேறு ஏதாவது 
பொருள் கொள்ள முடியுமா ? இந்தக் கேள்விகளுக்குப் பதில் கூற 
முயலுவோம் . 

6 என்ற மெய் எண் - அச்சில் . 0 - விலிருந்து வலப்பக்கத்தில் 
. 

அலகு தூரத்தில் உள்ள P என்ற புள்ளியால் குறிக்கப்படுகிறது . 
என்றும் , 

என்ற மெய் எண் X- அச்சில் ( ) -விலிருந்து இடம் 
பக்கத்தில் அலகு தூரத்தில் உள்ள என்ற புள்ளியால் குறிக்கப் 
பாடுறகிது என்றும் பார்த்தோம் ( படம் ) 

Q 

பு 

படம் -3 
2. -- 5 - 1 * என்பதாவ் . -- 1 , என்ற பெருக்கும். செயலியின் 
செங்கோலrris வரை இடஞ்சுழியமாக சுழற்றுவதாகும் ( to rotate 


, 


- 


- 


முறையை விளக்குவது 
உயர் திரிகோண கணிதம் 
the vector Op through 9 right angles in the counter clockwise 
Sense ) , என்று நன்கு தெளிவாகுறது . 
இப்போது . 

என்பதால் 

-யை 

ஒரு 
பெருக்கும் செயலி என்று வைத்துக்கொண்டால் , அதனுடைய 
இருமுறைச் செய்கை (operation twice )யம் , ( -- 1 ) -ன் செய்கையும் 
சமமாகவேண்டும் . எனவே என்ற செயலியின் பணி PO என்ற 
வெக்டரை ஒரு செங்கோணம் வரை இடஞ்சுழியாக சுழற்றுவ 
தாகும் . ஆகையால் il { = i x b ) என்ற எண் Y- அச்சில் , 0 - வி 
விருந்து மேல்பக்கமாக - அவகு தூரத்தில் உள்ள 2 என்ற புள்ளி 
யால் குறிக்கப்படவேண்டிய அவசியமாகிறது . இதேபோல் - il 
= i x i ci5. என்பதால் , if என்ற எண் , ( UP. என்ற 
வெக்டர் 3 செங்கோணம் வரை இடஞ்சுழியாக சுழற்றுப்பட்டு 

- அச்சில் , -விலிருந்து கீழ்ப்பக்கமாக அலகு தூரத்தில் உள்ள 
" என்ற புள்ளியால் குறிக்கப்படுகிறது . 

4y 

c [ a + lb ) , 
it 
AA 

படம் 10 , 
இம்போது - + ib என்ற கலப்பு எண்ணைக் குறிக்கவேண்டிய 

மிக எளிது . ஒன்றையொன்று செங் 
கோணத்தில் வெட்டிக் கொள்ளும் 0X , X என்ற இரு நேர் கோடு 
களை எடுத்துக் கொள்வோம் ... அவைகளை 1 முநையோப் அச்சு , 


பா 
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பொறியியற் கணக்கு 


என்று 


என்று 


Y- அச்சு 

கூறுகிறோம் . Y- அச்சில் , 
இருக்கும்படி A என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொள்க . தொடர்ந்து 
அதே X- அச்சில் AB = 1 என்று இருக்கும்படி என்ற புள்ளி 
யையும் எடுத்துக்கொள்க ( படம் 10 ) , 


பின்பு ib என்றால் , AB என்ற வெக்டரை ஒரு செங்கோணம் 


வரை இடஞ்சுழியாக சுழற்றினால் AC என்ற வெக்டர் கிடைக்கும் . 
இதனால் C என்ற புள்ளிதான் (! + 15 என்ற கலப்பு . எண்ணைக் 
குறிக்கிறது . 


மேலும் OC 


1042 - AC 


\ - 2 


A 
AOC 


b 


மற்றும் 9 


tani 


* 


- 


- 


எனவே , OC என்பது ( 1 + in- ன் மட்டு என்றும் , OC அதன் 
வீச்சம் என்றும் தெளிவாகிறது . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 : 


21 + , 1 + , என்றால் , 1 , - , 


இவைகளின் வீச்சங்களின் வித்தியாசம் 


என்று நிறுவுக . 
2 


21 = a + ib , 2 , = c + idl என்போம் . 


31 + zz = a + c + i (b -- d ) ; -1 - -2 == d - c + 1 5 - d ) 


| z1 + 2 , | - 


( a + c ) + ( b -- cl ) ; 

| z1 -z , | 2 = ( u - c ) + ( b - d ) : 


எடுகோள்படி ( by hypothesis ) | -1 -- 1 | 2 = | -1 

* . ( a + c ) + ( b + d ) 2 == ( a - c ) + ( b - 1)- 


அதாவது 2ac + 25d 


2bd - 


2ac 


2bd 


அல்லது ac + bd = 0 


உயர் திரிகோண கணிதம் 
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ஆனால் , " -ன் வீச்சம் -- 2 -ன் வீச்சம் 


b 


tan - 1 


tal - 1 


-- 


t 


b 


ud 


( 1 .. 


C 


tan 


b 


d 


1 + 


- 


* 


tan - 2 


[ bc ad 

tic - be 


= tan - 1 ( a ) [ ( 1 ) -ஐப் பயன்படுத்தினால் ) 


10 


மாதிரிக் கணாங்சூ 2 . 

A , B என்ற புள்ளிகள் ! , 3 என்ற மாறிலி ( constant ) கலப்பு 
எண்களையும் . P என்ற புள்ளி Z = x + iy என்ற மாறி கலப்பு 
எண்ணையும் ( Vsriable complex number ) குறிக்கின்றன . 


| 3 | 
( 2 ) 

| z - | என்றால் , 
P- ன் நியாப் பாதைகளைக் காண்க . 


( i ) of 


ih , 3 


( --- id என்போம் . 


x - iy -- ( d -- ib ) == ( r -- a ) + i ( y - b ) 


14 


( 3 - 2 ) -- () -- b ) 


மேலும் 13 


- 


( எடுகோள் ) 


எனவே ( 


- 


ஆகையால் P- யின் நியமப்பாதை , ( a , b ) - ஐ மையமாகவும் , 
Vc " + d2- ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட ஒரு வட்டம் ஆகும் . 


( ii ) : -- 3 = ( x + y ) - ( c --- id ) = { x --- c ) + i ( ): --- d ) 

3 | 2 = ( x - c ) + ( y - d ) - 


ஆகையால் P- யின் நியமப் பாதை ஒரு நேர்கோடு 
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பொறியியற் கணக்கு 


எடுகோள்படி , | z -- I = 1- 2 ..-- 3 

( x - a ) " + (y - b ) = ( x -- c) -- (1) 


பட்டி 


d ) | 


2 


2ax - + a 


அதாவது 


2by + 62 


2cx + ( 


* 


2dy + d 


அதாவது 2 ( c- a ) x + 2 (d - b ) y + ( a + b * 


c --- d ) = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 3 

ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் -- 51, 1 + 41 , 3 -- 101 
என்ற புள்ளிகள் ஒரு நேர்கோட்டில் அமைந்துள்ளன என்று 
காண்பிக்கவும் . 


51, 


1 + 4i , 3 -- 101 என்ற 

என்ற கலப்பெண்களை 
முறையே A , B , C என்ற புள்ளிகளால் குறிக்கப்படட்டும் . 


812 - ல் உள்ள துணை முடிவு ( 3 ) -ஐப் பயன்படுத்தினால் , 


AB 


( 1 + 4i ) - ( -- 2 --- 51 ) 


3 -- 91 


BC 


- 


( 3 + 10i ) - ( 1 + 4i ) : 


2 --- bi 


AC = ( 3 + 10i ) - ( - 2 - 5i ) = 5+ 151 


AB + BC = ( 3 + 9i) -- ( 2 + 61 ) 


5- 151 


எனவே AB , + BC = AC 


ஆகையால் , A , B , C என்ற மூன்று புள்ளிகளும் ஒரு நேர்கோட்டில் 
அமைந்துள்ளன . 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 
z = x : + ip . என்பது ஒரு மாறி கலப்பு எண் K ஒரு மாறிலி 

K - 
மெய்யெண் . U + iy 

என்க . ப - ம் , -ம் தனித்தனியாக 
மாறிலி மெய்யெண்கள் என்றால் , 2 - ன் நியமப் பாதைகள் வட்டங் 
கள் என்றும் , அவைகள் ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக் 
கொள்கின்றன என்றும் நிறுவுக., 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


K = d --- id என் போம் . 


எனவே 1 --- 1 } 


என்பதை 


- is 


H 


{ a + ib ) ( x -- iy ) 

( x + y ) 


காகாது 


* -- iy 


- 
ந 


( + y ) + ( bx 

+ y 


x2 


என்று எழுதலாம் . 


மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் , 


ax + by 
x 


* EN 


பா 


bx 


ay 


H 


** + y2 


u == ol ( ஒரு மெய் மாறிலி) என்றால் , ( 1 ) -வது சமன்பாடு 
ax f by 

= என்று ஆகும் . 
x2 + 
அதாவது d ( x2 + y ) 

by 

0 
இது ஒரு வட்டம் என்பது தெளிவு 
இதேபோல் , V == ( ஒரு மெய் மாறிலி ) ஆனால் , 


- 


* 


( 8 ) 


( 2 ) - வது சமன்பாடு 


- 


B { x * + y " ) - bx + ay 0 
என்று ஆகும் . இதுவும் ஒரு வட்டம் என்பது தெளிவு . 

x -- y " -- 2gx + 2fy --- c == 0 

x + y " + 2g x + 2f1y + c == (0 ) 
என்ற இருவட்டங்கள் ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக் 
கொள்வதற்கான நிபந்தனை 

Pag + 2 ff ( . + 
ஆகும் . 


T 


அதிகாரம் ( 3 ) , 5.46 - ஐப் பார்க்கவும் 


பொறியியற் காக்கு 


இங்கே , ( 3 ) , ( 4 ) ஆகியவற்றில் , 


O 


- 


ய 


. 


2 


c 


T 


B 


3 


எனவே , 2gg + 2f 


2 ( za ) ( z )-2( 21 ) ( 3 ) 


ப 


ah 
23 


2 . 


பா 


0 


ஆகையால் வட்டங்கள் ( 3 ) -ம் , ( 4 ) -ம் ஒன்றையொன்று செங்குத் 
தாய் வெட்டிக்கொள்கின்றன . 


பயிற்சி 2 . 


1. கீழ்க்கண்ட கலப்பு எண்களை ஆர்கன்ட் வரை படத்தில் 
குறித்துக் காட்டுக . 


1 


( i ) 3 + 2 ( ii ) 


( iil ) 


-- 


-- 2 -- 5i ( iv ) 3--10% 


2 ) 


- 


1 


- 


( v ) 1 +41 ( vi ) 


( i) ( 1 ) 


- 1 


2 . மேலே உள்ள கணக்கு ( 1 )-ம் . ( iiii ) ( iv ) , ( ) ஆகிய 
வற்றில் உள்ள கலப்பு எண்களை ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் குறித்து 
அவைகள் 

ஒரு நேர்கோட்டில் அமைந்துள்ளனவா 
கண்டறிக . 


என்று 


3 . S ---- 7i , 6 -- 51 , 15 -- 1 என்ற கலப்பு எண்களை 
A , B , C என்ற புள்ளிகளால் குறித்தால் , அவைகள் ஒரு நேர்க் 
கோட்டில் அமைந்துள்ளன என்று ஆர்கன்ட் வரைபடம் வழி 
பாகவும் , கணக்கீடு முறையிலும் காண்பிக்கவும் . 


ஆர்கன்ட் வரைபடம் வழியாக ( 1 --- 1 ) , 3. - 21) என்ற 
கலப்பு எண்களின் பெருக்கலைக் காண்க. அதன் மட்டுவையும் 


- 


X + என்ற கலப்பு எண் , ஆர்கன்ப் வரைபடத்தில் 
உயர் திரிகோண கணிதம் 
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வீச்சத்தையும் அளந்து பார்த்து , கணக்கீடு முறையில் சரி 
பார்க்கவும் . 

{ B. E. 63 ) 
5. ஆர்கன்ட் வரைபடம் வழியாக 2--3i- ஐ 4-31- ஆல் 
வகுத்து வந்த கலப்பு எண்ணைக் காண்க . அதன் மட்டு மற்றம் 
வீச்சம் ஆகியவற்றை அளந்து பார்த்து கணக்கீடு மூலம் சரி 
பார்க்கவும் . 

( B. E. 64 ) 
6 . 1 +1 , 1 1 என்ற கலப்பு எண்களையும் , அவைகளின் 
பெருக்கலையும் ஆர்கன்ட் வரைபடத்திம் கண்டறிந்து ( 1 + 
( 1 - i ) = 2 என்று சரி பார்க்கவும் . 

1 
7 . 

( 1 + i ) , 1 என்ற மூன்று கலப்பு எண்களை 

V 2 
ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் குறித்தால் , அவைகள் ஓர் இரு சமபக்க 
முக்கோணத்தின் உச்சிகள் ஆகும் என்று கணக்கீடு முறையில் 
நிறுவுக . 

8 . ஒரு சதுரத்தின் மையத்தையும் , ஓர் உச்சியையும் 2- 
4 + i என்ற கலப்பு எண்கள் குறித்தால் , மற்ற உச்சிகளைக் 
குறிக்கும் கலப்பு எண்களைக் காண்க . ( விடை : i , - 31 , 1-31 ] 

9. 5 + 2i , 7 + 51 , 4 + 71 , 2- + 41 ஆகிய கலப்பு எண்கள் . 
ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் ஓர் இணைகரத்தின் உச்சிகள் ஆகும் 
என்று காண்பிக்கவும் . படம் வரைந்து சரிபார்க்கவும் . 

10 . ஒரு சதுரத்தின் மையம் 2-1 என்ற கலப்பு எண்ணால் 
குறிக்கப்படுகிறது . அதன் ஒரு உச்சி - 1 என்றால் , மற்ற உச்சி 
களைக் காண்க . 

( B.E.70 ) 
( விடை : ( 2 , 0 ) , ( 3 , - 1 ) , ( 2 , - 2 ) ] 
11. ( 1-1 ( 3 ) -ன் எல்லா மதிப்புகளையும் கண்டுபிடித்து 
அவைகளை ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் குறிக்கவும் . அவைகள் ஒரு 
சதுரத்தின் உச்சிகளாகும் என்றும் நிறுவுக . 

( B.E. 10 ) 
12 . 
P என்ற புள்ளியைக் குறிக்கட்டும். கீழ்வரும் சமன்பாடுகளில் 
P- யின் நியமப் பாதைகள் ( locl ) யாவை ? 
பொ . க . 

13 


1 . 


2 


-- 
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பொறியியற் கணக்கு 


- 


27 +41 


( ஆ ) 


( அ ) | z + 5 - 7i ) 


2 


3 


1 


- 


2 


( ஈ ) 


( இ ) 13z 


-- 


7 


| z + 21 


- 


2+ 


( உ ) ( z 


5 )-ன் வீச்சம் = 


( ஊ ) z- ன் வீச்சம் 


to 
a 


4 


- 


( விடை : ( அ ) ( x + 5 ) + ( y - 7 ) 2 


22 ( வட்டம் ) 


( ஆ ) ( x + 2 ) * + y = ( - ) ) " ( வட்டம் ) 


- 


( இ ) x2 + y 2x 0 ( வட்டம் ) 
( ஈ ) 3 ( x + y ) + 6y + 4 = 0 ( வட்டம் ) 
( உ ) y = x - 5 ( நேர்கோடு ) 
( ஊ ) 0 ( Y- அச்சு ) 


- 


13 . 


Z என்ற கலப்பு எண் , 


zz + 1 
z - 


-ன் வீச்சம் எப்போதும் 


ஆகவே இருக்கும்படி மாறுகிறது . என்றால் x2 + y - 2y = 1 
4 
என்று நிறுவுக . 

( B. Tech . 68 ) 


Z 


Z 


- 


14 . 2 என்ற கலப்பு எண் + iy- ஐக் குறிக்கிறது . 

1 
எப்போதும் ஒரு தூய கற்பனை எண் ஆனால் , 2 - ன் நியமப்பாதை 
1 

1 
( 1 + i ) - ஐ மையமாகவும் , 

ஆரமாகவும் கொண்ட 


-- 


ஒரு வட்டம் என்று நிறுவுக . 


15 . 2 + 1 

-ன் மெய்ப்பகுதி 1 என்றால் , z- ன் நியமப்பாதை 

2 + 1 
ஒரு நேர்கோடு என்று காண்பிக்கவும் . 


நான 


16 . z = x + iy , w = u + iv என்ற இரு கலப்பு எண்கள் 
2 Z 

என்ற தொடர்பு கொண்டுள்ளன . 2 என்ற கலப்பு 
2 + 2 
எண் , Y- அச்சில் நகரும்போது , எ என்ற கலப்பு எண் 
வட்டத்தின் மேல் நகர்ந்துகொண்டிருக்கும் என்று நிறுவுக . 
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17. ( z + 1 ) = ( z - 1 ) என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 
களைக் காண்க . அவைகளை ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் குறித்தால் , 
அவைகள் ஒரு நேர்கோட்டில் அமையும் என்று கணக்கீடுமூலம் 
காண்பிக்கவும் . 


18 . Z1 , Z2 

என்பவை இரண்டு கலப்பு எண்கள் என்றால் , 
ஆர்கன்ட் வரைபடம் வழியாக அல்லது எந்த முறையிலாவது , 
கீழ்வரும் சமன்பாட்டை நிறுவுக . 


2 


| 


- 


| 21 + z , | 2 + | 21 


2 | z1 | 2 + 2 | z2 | 2 


-- 


19 . 

21 , 22 , 23 என்பவை மூன்று கலப்பு எண்கள் என்றால் , 
| z1 - z , | 2 > [ | z1 zs | -- | z , - 2s | ] மேற்கண்ட சம 
னின்மை ( inequality ) Tuburg சமன்பாடு ஆகும் என் 
ஆராய்க . 


று 


a + bwe 


20 . 

ய என்பது 13- ன் ஒரு கலப்புமூலம் ( complex root ) 
என்றால் , a + b , a + bo , 

என்ற கலப்பு எண்கள் 
ஆர்கன்ட் வரைபடத்தில் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சி 
களைக் குறிக்கும் என்று காண்பிக்கவும் . இந்த முக்கோணத்தை 
அடக்கிய வட்டத்தின் மையம் ) என்றும் , அதன் ஆரம் 6 என்றும் , 
காண்பிக்கவும் . 


15 . 


cos na , sin no , tan na ஆகியவற்றை cose , sing , tana 
இவைகளின் படியாக விரித்து எழுதல் ( Expansion of 
sin no . cos nG , tan ng in terms of powers of sine , 
cos 9 , tan g ) 


- 


-- 


Sing ) 


- 


71 ஒரு நேர் முழு எண் என்றால் , 
cos na + i sin ng ( cose + i sin a ) " ( தீமாய்வர் தேற்றம் ) 

= ( c + is ) " , ( c = cos G , S 
* " + n C1 cr - 1 ( is ) + n C , ch - 2 ( is ) ? + ... 

( Binomial Theorem ) 
( cn -- nc , cr - 2s + nC , cnks * 
+ i ( nC ) ch - ls InCs cr - 358 

+ ncy cn - 385 


- 


இரு பக்கங்களிலும் உள்ள மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன் 
செய்தால் , 


- 


பொறியியற் கணக்கு 


- 


-- 


COS no = cr - 1C , 

C , ca- > sº + nC , cn- * s * nCs on - S " --- 
sin na = nC1 cr - 15 TiC , c &s -- nC , - 585 


4 . 


( 2 ) 


( 2 ) -வது சமன்பாட்டை . , ( 1 ) -வது சமன்பாட்டால் வகுக்கவும் 

nc , cn - 1 s - nC ( n - 33 + IC - 555 
tan 710 

TIC , C - 25 - MCA CP - 434 


- 


இதில் தொகுதியையும் பகுதியையும் ( " -ஆல் வகுத்து , 


S 


sin 
Cos 0 


tale 


C 


- 


tan 720 


- 


nC1 t - C3 1 + nC . 15 
1 – nC ,1 " + nCA 

14 


( 3 ) 


--- 


மேலே கொடுத்துள்ள மூன்று விரித்தல்களை ( expansions ) 
நினைவில் வைத்துக்கொள்வது அவசியமாகும் . 


816. tan ( a + B + Y + ... ) - ன் விரித்தல் [ ( Expansion of tal . 

( + + y + ... ) ] 

cosoisin o == cos ( 1 -- i tan cu ) 
COS 8 + isin B == cos s ( 1 + i tan B ) 


cosY + i siny 


cosy ( 1 + i tany ) 


என்பதை நாம் அறிவோம் . இவைகளை நிலைக்குத்தாக ( vertical 
multiplication ) பெருக்கல் செய்க . பிறகு cisd . ciss = cis ( d + B ) 

ற சமன்பாட்டின் தத்துவத்தைக் கையாள்க . இதனால் 
நமக்குக் கிடைப்பது , 


என் 


cos ( d -- B + Y -- ... ) + i sin ( el + B -- Y --- ... ) 

cos cl. , cos 3 ( 1 + i tand ) ( 1 + itan B ) 
Cos..cosm [ 1 + iz tand + istall a tan B 

+itana . s 

tan B • tan Y + ... ) 
cos cos ..... ( 1 + iS ) - iSs + S4 + i S ; 

S. + ... ] 


-- 


S. 


இந்த சமன்பாட்டில் மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்துக . 
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( S1 


-- 


= 4 tan ol , S , = z tan ok . tan B. ... ) 
cos ( + 3 + 7 + ... ) cos d.cos s ... ( 1 - S. + S . - S .... + ] 
sin ( c + B + Y --- ... ) = cos I. cos 8 .... ( S. - S + S - S + ... 


--- 


SI 


tan ( + 8 + Y + ...... ) 


Ss -- Ss --S7 + 
S. + S ) 

S + 


( 4 ) 


1 


ப 


( 4 )-லிலிருந்து , சூத்திரம் ( 3 ) -ஐக் 


குறிப்பு : சூத்திரம் 
காண்பது எளிது . 


... 


d , s , Y , 

ஆகிய 1 கோணங்களை எடுத்துக்கொண்டு , ஒவ் 
வொன்றுக்கும் 9 எனப் பிரதியிட்டால் , 

S = z tana nC ) tallo nC ) 1 ஆகும் 


- 


* 


இதேபோல் , S , tane nC , tan G = nC , 12 ஆகும் 

S8 = nCS t3 , S4 = C t * , 


இவைகளை ( 4 ) -ல் உரிய இடத்தில் பிரதியிட்டால் , 

, – TIC 13 + nC t 
tan ng 

1 TIC , I + IC . 14 


- 


-- 


17 . cos , sindl , tand ஆகியவற்றை -வின் படிகளாக 

விரித்தல் ( Expansion of cos d , sinc , tand in powers of di ) 
சூத்திரம் ( 1 ) -ஐப் பின்வருமாறு எழுதுக . 


cos no 


- 


COS" 


n ( nm 

cosn - 20 sing 
Z2 
n ( n - 1 ) (11 - 2) ( n -- 3 ) 

Cos - 4G sino 


+ 


* . 


இதில் ng = என்று பிரதியிடுக . 


பின்பு ccs = cosr G 


Cosn - 29 sing 


* (6-1 ) 
* ( * - 1) ( * -2) (5-8) 


--- 


+ 


cosn - 49 sin + 9 .. 


14 
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2 


= costo - 4 {az e cost - 10 ( * 0 ° ) 


d (d- ( ) ( - 20 ) ( al 


+ 


30 ) 

cosn - 40 


--0 ( 


( * ) - .. 


... 


24 


இப்போது , 9 > 0 என்றும் ! ஒரு நிலையான கணியம் என்றும் 

al 
வைத்துக்கொண்டால் n 

மிகப் பெரிய எண்ணை நெருங் 


( 


* ) 


கும் . அதாவது 0 , n > , நிலையான கணியம் 


Lt 


ஆகவே 0+ 0 , 1 > 0 என்றும் , 

60 


sin 
8 


1 


1 . 


மற்றும் 


cosa = 1 என்றும் உரிய இடத்தில் பிரதியிடுக . 


Lt 


மேலும் , Y + - 


1 


[ 5+ . ( 70 ° ) ) - 
( ) 


( cos 6 ) 


> 0 


1 


என்று தெளிவாகிறது . 


எனவே , இவைகளை உரிய இடத்தில் பயன்படுத்தினால் , 


2 


cos of 


1 


M 


- 


4 
12 


-- 


+ 


-33 


14 


( 5 ) 


இப்போது சூத்திரம் ( 2 )-ஐத் திருப்பி எழுதுக . 


n ( n - 1 ) ( n - 2 ) 


sin no = n ccs " -10 sin g 


13 


cose - 30sine + 


இதில் 16 


- 


எனப் பிரதியிட்டால் , 


3 


* (5-1)(6 -") 


al 


sin d 


cos - 10 sine 


e 


cos n - 39 sing + .... 


-- 
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dl cos 


0 ( 109 ) - 4 (4-28-29 )) 

( 


L (d- a ) (d- 28 ) 

13 

sin 0 
9 


COS 


ஆகவே , 9+ 0 , 


71 + 0 என்றால் , முன்பு விளக்கியபடி , 
L 


+ 

/ 5 17 


sin de 


ப - 


** 


d 


- 


( 6 ) 


13 


என்று கிடைக்கும் . 


முக்கிய குறிப்பு : 
(( 1 ) சூத்திரங்கள் ( 5 ) , ( 6 ) அடைவதற்கு . 
) ( . ஆரையன் 

Lt sin a 

1 
அலகில் இருந்தால் மாத்திரம் உண்மையாகும் 
என்ற 

அடிப்படை சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்தியிருக்கிறோம் . 
எனவே , ( 5 ) , ( 6 ) சூத்திரங்களும் , அதிலிருந்து பெறக்கூடிய 
கீழே கொடுக்கப்பட்ட சூத்திரம் ( 7 ) -ம் கொண்டுள்ள - என்ற 
கோணம் ஆரையன் அலகில்தான் இருக்கவேண்டியது அவசிய 
மாகிறது . 


( 2 ) tand- வின் விரித்தலைக் காண்பதற்குச் சூத்திரம் ( 3 ) ஐப் 
பயன்படுத்துவதற்குப் பதிலாக , சூத்திரங்கள் ( 5 ) , ( 6 ) இவை 
களைப் பயன்படுத்தினால் விடை கிடைப்பது சிறிது எளிதாகும் . 


7 


d 


- 


+ 


sin de 


13 


/ 5 


tan o 


L 
17 
d 
16 


cos o 


d 


1 


+ 


d 
14 


+ 


/ 2 


* 


d 


- 


+ 


15 


= ( 4 

( 1 - ( - + -- )] 
= (4-2 + 25-- ) 
( 1 ( 

--) 
** -...) *+ ...) 


dd² 
/ 2 


+ 
14 


as 
26 


+ 


dd 
/ 2 


+ 


14 


3 


-- 


...) 


13 


2 


3 


.. 


/ 4 


+ 


] 


2 


- ) 


--- 


+ 


.. 
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பொறியியற் கணக்கு 
c 

+ 

15 

cl * 
1 + 

+ 
/ 2 

als 
+ 

2 

( Z 2 ) / 2 / 4 
us L 5 

+ 
6 120 

2 5 
1 - 

+ 
2 

24 
= 

50 
cl + 
2 24 ) 

d 

+ 
6 

12 
45 
120 

d 2 * 
அதாவது , tand = c4 + 

( 7 ) 

15 
மேற்கண்ட சூத்திரம் ( 7 ) -ல் , tand- வின் விரித்தலை -வின் 
5 ஆவது படிவரை கொடுத்திருக்கிறோம் . அதற்குமேல் காண்பது 
கடினம் . மேலும் , நடைமுறையில் அவசியம் இல்லை . 
மாதிரிக் கணக்கு 1 . 
COS 80 1 32 sin 0 + 160 sine 

256sine + 128 sin : 0 என நிறுவுக . 
cos 89 

( 8 8 C , cº sº + 8 C , cº sº 8 Cces + 

( c cosg ; S sin o ) 
( 1-5 ) 28 ( 1 - s ) * s2 + 70 ( 1 - s ) s * 

28 ( 1 - S ) s + se 
: ( 1-4s2 + 684 

48 + ) 
28 ( 1-352 + 3s * - se ) s2 
+ 70 ( 1-2s2 + s * ) s * - 28 ( se - se ) + s * 

32s2 + 16054 256s : + s 
cos 80 = 1 - 32 sin G - 4-60 sing - 250 sin 9 + sine 


- 


3 


+ 


- 


-பா 
- 


- 


-- 
- 


-- 


- 
நகை 


- 


- 
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மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

x = 2 cos G என்றால் , 
2 ( 1 + cos 86 ) x1 - 4x + 2 ) . 
என்று காண்பிக்கவும் . 


( B. E. 72 ) 


1 + cos 80 = 2 cos 40 என்று நாம் அறிவோம் 


இப்போது cos 49 


c4 


--- 


-- 


4C , c s + s * ( c = cos a s = 

sine ) 
c4 6c2 ( 1 

c ) + ( 1 - c ) 
62 +64 +1 

+ 1 - 2c2 + c 
8 +1 


c4 


- 


8c4 


- 


8 


( E ) -8 ( 2 ) + 1( c = * ) 


பா 


-- 


2x -- 1 


1 


--- 


( x4 


-- 


4x + 2 ) 


2 


2 ( 1 + cos 88 ) 


2.2 cos249 


H 


1 


* 


- 


4 [ 


( x4 


4x2 + 2 ) 


2) ) 


T 
படப்பா 


-- 


41 - 2 ) 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


tan - 18 + tan - 1 + tan - 1z 


என்றால் 
2 


xy + 12 + zx = 1 என்று நிறுவுக . 


tan - 1 


- x 


நாட் 


d , tan - y 


B , tan - 1z = Y என்க . 


பின்பு x = tand , y 


- 


tan 8 , 2 = tan y 


tan ( a + B + Y ) = 


stand 

1 


tan c tan B • tany 
tan d tan B 


அதாவது tan ( a + B + Y ) 


-- 
- 


( x + y + z ) - xyz 
1 ( xy + yz + 2x ) 


- 
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- 


ஆனால் , + B- Y 


tan - x + tan - y + tan - z = 


எனவே tan ( + 8 + Y ) 


tan 


8 


2 


ஆகவே சமன்பாடு ( 1 ) - லிருந்து , 


( xy + yz + zx ) = 0 


அதாவது , Xy + yz + 2x = 1 


sino 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

19493 

19494 
காண்பிக்கவும் . 


- 


என்றால் , தோராயமாக 


10 என்று 


19493 
19494 

என்பது ஏறக்குறைய 1 ஆவதால் . 9 - வின் மதிப்பு 
மிகச் சிறியது என்பது தெளிவு . 


எனவே , 6 * -ம் அதற்கு மேல்படிகளுள்ள உறுப்புகளை ஒதுக்கி 
விடலாம் . 


" 


sin a sG 


[ - என்றால் 


தோராயமாக சமம் ” ] 


/ 3 


sino 


அதாவது , 


1 


6 . 
6 


sing 


ஆனால் , 


19498 
19494 


1 


1 
19494 


( எடுகோள் ) 


9 


1 


9 . 
6 


1 
19494 


8 


து 


8 : 


1 
3249 


க 


- 


19494 


9 


1 
57 


ஆரையன் 


19 ( தோராயமாக ) 
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மாதிரிக் கணக்கு 5 . 

கீழ்வரும் கோவையின் ( expression ) 
காண்க . 


எல்லை மதிப்பைக் 


Lt 


sin x 


ex 


( 


+ 


e - x 
21 


2 


) 


3 


x 


5 


1-7 


--- 


sin x = x 


- 


+ 

120 


xo 
+ 
17 

19 


sin x 


x2 


14 


18 


8 


- 


1 


- 


+ 


6 


120 


/ 7 


+ 

19 


X 


- 


1 


3 


2 


( ex 


- e - x ) = x + 


* 



17 


+ 

15 


-- 


-- 


+ 


2 


/ 9 


1 


12 


1-4 


* 6 


( e 


e - x) 


1 


-- 


2x 


6 


-- 

Z7 


120 


Z9 


sin x 


2 * 


Lt 1 
x - 0 x 


+ 


2 ) 


18 


3 


Lt 1 
x + 0x4 


13 
6 


+ 


5 

+ 
/ 7 

L9 


120 


) 
- ) - 2 ) 


+ 


.12 


C 


+ 


( 
[ ( 
+ ( 

( 1 
x4 + [ 2 

( . 
x + . [ 5 


-- 


6 


120 


+ 
17 


4 


120 


2 * +... ) 
- ) 


+ 


2x4 
19 


+ 


60 


1 
60 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 

ஒரு வட்ட வில்லின் நாணின் நீளம் a ( lengtl of a chord of a 
circle ) என்க . அதன் அரைவில் , கால்வில் ஆகியவற்றின் நாண்கள் 
முறையே b , c நீளங்கள் உடையதாய் இருந்தால் , அந்த வட்ட 

405 + 256c 
வில்லின் நீளம் தோராயமாக 

45 
பிக்கவும் . 


aa 


என்று 


காண் 
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கொடுத்த வட்டவில் AB என்றால் , அதன் நாண் AB- யின் 
நீளம் a என்பது எடுகோள் . 


B 


M 


A 


T 


படம் 11 . 


AB - யின் மையப்புள்ளி என்றால் OL - AB 


1 


மேலும் AL 


AB [ படம் ( 11 ) ] 


2 


வட்டத்தின் ஆரம் என்போம் . 


மேலும் AOM 


- 


9 ஆரையன் என்போம் . 


எனவே , 


al 


- 
-- 


2AL = 2 / sin 9 


இதேபோல் , b = 


2r sin 


, 


C 


2r sin 


நாடி 


ஆனால் வட்டவில் AB- யின் நீளம் 
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இப்பொழுது 


1 

[ a - 406 + 256c ] * 2rg 
45 


என்று காண்போம் . 


1 
45 

[ a - 40b + 256c ) 


1 


[ 2r sin a 


40 . 2r sin 


9 
2 


--- 256 . 2r sin 


45 


- 


D .. 


+ 
/ 7 


9 
23/3 


40 


as 


- 


+ 

25 / 5 


225 + ....) 


+ 256 


+ 
415 


27 +... }) 


43 13 


4/7 


21 
25 ( {8 

0 - 2 +2 -2 } 

{ : 

{ 4 -4 
* [(1-20184)0 +(-++ - A )s 

+ ( 16 
+ ( - 1 +1827 - 8427 ) 0 + ... 

-- ) 
4 [ -) 


9 . 


5 

1 
-- 
4/5 415 


9 


+ 


459 


4507 
64/7 


- 


t 


--- 


2r9 


- 


... 


+ 
32/7 


" மற்றும் அதிகப்படியுள்ள உறுப்புகளை ஒதுக்கிவிட்டால் , 


1 


சக 


- 


405 + 256ec 270 


45 [ a 


AB 


குறிப்பு : உள் அமைகோணம் ( included angle ) -க்கும் 

2 
குறைவாக உள்ள வட்ட வில்களுக்கு மேற்படி கணக்கில் கொடுத் 
துள்ள தோராயமான சமன்பாட்டைச் சரியான சமன்பாடாகக் 
கொள்ளலாம் . 
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பயிற்சி 3 . 


1. கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக . 


( அ ) 


sin 60 
sin 0 


32 cos9 - 32 cos0 + 8 cos a 


( ஆ ) 


sin 70 
sin 


7 - 56 sing + 112 sin * 6 - 64 sing 


cos 50 
cos 50 


1 


12sin G + 16sino 


-- 


( ஈ ) tan 50 


5 tana - 10 tan G + tana 

1 - 10 tan 9 + tan * 9 


- 


2 . 


2 cos e என்றால் , 


| 


1 + cos 70 
1 + cos 9 


- 


( x3 – x2 


2x + 1 ) என்று நிறுவுக . 

( B. E. 71 ) 


3 . 


1 
x + = u என்றால் , 

* 


- 


1 


1 


5 + 


us 


5us + 5u என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.E.71 ) 


4. x + px " + qx : + p = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 
கள் d , B , Y என்றால் , 

tan- d , tan - 1 B + tan- ly = mm [ q == 1 ) 
என்று காண்பிக்கவும் . 
5. 0 

tan 81 , tan ge , tan Gs , tan 94 என்பவை , 

x4 + px : + qx : + rx + s = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் என்றால் , 


7 


p 


1 


-- 


tan ( G1 +8, +63 + 04 ) = 
என்று காண்பிக்கவும் . 


4 + 


6 . tan o = e tans , tan B = e tan Y மற்றும் 

d B 7 

+ B + Y = * என்றால் , tan d , tan B , tany 
வைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க . 
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[ விடை : tana 


* 


Ne ( 1 + e + , 

1 
Ve 

1 + e + 2 


tan B 


-- 


1 


tan Y 


V1 + e + e 

e2 ) 


-- 


évo 


7. கீழ்வரும் கோவைகளின் எல்லை மதிப்புகளைக் காண்க . 


sin 2x - 2 sin x 


( அ ) 


Lt 
X - 0 


Lt 


- 


( ஆ ) 


tan x 

sin x 
sinix 


- 


- 


Lt 

sin x 
* 0 sin x ( 1 cos x ) 
Lt ex - 1 - + log ( 1 - x ) 

sinx 


* 


Lt 


3 sin x 


( உ ) 


sin 3 x 
sin x 


- 


( ஊ ) 


Lt 

7 [ sec x 


tan x ] 


2 


( எ ) 


Lt 

Sin2mnx sin mx sin nx 
x > 0 ( 1 

--- cos mx ) ( 1 COS nx ) 


- 


Lt 


( ஏ ) 


tan x 
( sin x) 


2 


Lt 


( ஐ ) 


(cos * )" 


I 


விடைகள் 


1 


1 


( அ ) 


1 


( ஆ ) 


இ 


. 


- 


( ஈ ) - - 


-- 


3 


2 ( m - n ) 


( உ ) 24 


( ஊ ) 0 


( எ ) 


( ஏ ) 1 ( ஐ ) 1 


3 min 
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sin . 


8 . 


863 
864 


என்றால் G - 4 ° 47 என்று நிறுவுக . 


sin 0 


9 . 


- 


5054 

என்றால் , 158 என்று நிறுவுக . 
5046 


10 . 


sino 
19 


2165 
2166 


என்றால் , 0-31 என்று நிறுவுக . 


11. tan 9 


2524 
2523 


ந 


என்றால் , 10 


1 
29 


ஆரையன் 


என்று காண்பிக்கவும் . 


12 . y = x - e sin x ( e மிகச்சிறிய மதிப்புடையது ) என்றால் , 
" மற்றும் அதிகபடிகளுடைய உறுப்புகளை ஒதுக்கிவிட்டால் , 


tan 


= tan 


1 - e + e sin 


2 


2 


(( 
2 ( 

( 1 


tan 


- 


tan 


] 
1+ e + e cos2 


2 


என்று காண்பிக்கவும் . 


13. sin ( w - G ) = sin w cos d என்ற சமன்பாட்டில் 9 மிகச் 
சிறிய மதிப்புடையது என்றால் 


2 


0 = 2 tan or sin * * ( 


1 


tan w sin 


* ) 


என்று நிறுவுக . 


14. x- ன் மதிப்பு எதுவானாலும் ,, 


tail.. 

--ன் மதிப்பு எப் 
tall 3x 


1 


1 


போதும் 


- க்கும் 3 - க்கும் இடையில் இருக்க முடியாது என்று 


நிறுவுக . 


- 
பங்கை 


15 . ஒரு வட்ட வில்லின் நாணின் நீளம் 

மேற்படி 

1 
வில்லின் நாணின் நீளம் 

b , மேற்படி 

வில்லின் நாணின் 


- 


தீளம் = c என்போம் . அந்த முழு வில்லின் நீளம் தோராயமாக 
1 

( a - eL + 450) என்று காண்பிக்கவும் : 


உயர் திரிகோண கணிதம் 
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. 


16 . ஒரு வட்டத்தில் : பக்கங்கள் உள்ள 

ஒரு நேர் பல் 
கோணம் ( regular polygort ) உள் ளே அடக்கப்பட்டுள்ளது . 
( inscribed } , { } என்பது. பல்கோணத்தின் சுற்றளவு ஆனால் , வட்டத் 
தின் சுற்றளவு -ஐவிட தோராயமாக அதிகம் என்று நிறுவுக . 


* 18. cos " 9 , sia " ) ஆகிய வற்றை cos !! 8 , sin1 : 8 முதலியவற்றால் 

விரித்து எழுதுதல் ( Expansion of cosrs , sinra in terms of 
cosines and sines of multiples of 0 ) 


- 


எண்போம் 


cos O + sino 
அதனால் cosO i siva 


- 


( 
1 
) 


எனவே 


COSO 


என்றும் 


( 2 ) 


2i sing 


என்றும் 


கிடைக்கும் 


மேலும் , தீமாய்வர் தேற்றத்தினால் 


cos rG + sir re 
COS TO 

i Sir re 


- 


4 


2 cos rG 


- 


2i sinh 

. To 


- 


CDS" G- வை விரித்து எழுதும் முறையைக் காண்போம் . 


( 2 cos o ) = (= + 3 ) 


= x + nc , xn - 1 


+ MC , - 2 


X : 


1 


1 


+ ... + nCa- x - 


xn - 3 + nca - 1 x 


+ 


க . பொ . - 14 


பொறியியற் கணக்கு 


MICR 


nC , என்பதை நினைவில் கொண்டால் , 


2+ core = ( x ++ ) + rc; (r-+ + + ) 


சி 


+ nc . 


4 


இப்போது சமன்பாடு ( 4 )-ஐப் பயன்படுத்தினால் , 


2n cosFO 


- 


2 cos rg + TC ] [ 2 cos ( n - 2 ) 8 ) 

+ .nc . ( 2 cos ( n -- 4 ) 8 ) + 


... 


1 


அதாவது CosTD 


27-1 [ cos ns + nC , cos ( n 

2 ) 6 
+ nC , cos { n - 4 ) 9 + ... ) 


( A ) 


இப்போது sim G- வின் விரித்தலைக் காண்போம் . 


( 21 mgr = ( --- ) 


= x = mc , xn - 1 


+ RC , x " - " 


-cs 


nC , x - 3 


+ 


+ ( - 1 )^ - 2 nCs- , , x ? 


+ ( -1 ) -1 nC:-) x . 


xn - 1 + ( -1 ) . 


வகை ( 1 ) n ஒரு ஒற்றை முழு எண் என்போம் . 

( -1 ) ^ = -1 , ( -1 ) -2 = + 1 , 


{ 2i sin an 


+ ) - #c , ( ---- ) 


" 


+ 


RC , 


( 


4 ) 


21 sin ns -ncy . 2issin (n- 2 ) 6 

FrC . 21 st (1-419 


- 


. 


- 


( - 1 ) -2 


( ) 4 ) 
உவரி திரிகோண அணிதம் 
sin " 

| sin mel --- MC $ HE { # - 200 
20-1 -1 

+ #C , sin { a - 4 ) + ... ) ( B ) 
வான் கா ( 2 ) ஒரு இரட்டை முழு எண் என்போம் . 
{ -1} 1 , 

1. 
21sina 

mCI 

+ 
+ C 

+ 
= 2 cos no nC , . 2 cos { 1- 2 ) 8 

+ E , . 2 cos ( n- 419- .. 
SITES - 2n- 1 n-1 [ cos xxG - RC ; $ os { n- 200 

+ ICA COS (1- 4 ) ) ( 6 ) 
குறிப்பு : 

மேலே நிறுவிய சூத்திரங்கள் ( A ), ( B ), ( C ) 
ஆகியவற்றை மனப்பாடம் செய்யவேண்டிய அவசியம் இல்லை . 
கணக்குகளைச் செய்யவும் . 


( 3 ) 


- 


1 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 


திறுவுக 
32sin a 


ந M 


10- 15 CO26 + 6 GOs 40 


COS 60 
( B. Tech . 70 ) 


cosG + sing = x என்றால் cosg 


ising 


2 cos x 


21sine 


-- 


மேலும் 2 cos re 


: 2ising 


T 
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: (2i siæo)*= ( 3-3- ) 


1 


1 


Jose – 6 C5 


+ C , r * 


1 


1 


. 


-- 6 C3 43 


+ 6C4 


1 


- 6. Cox . 


- 6 C 


xх 


6x4 m 15.rº 


20 


1 


1 


15 


+ 


& 


34 


+ 
- (*** )-+ *++ * ++ ) -s 


26 sino = 2 cos 60 -6.2 cos 40 + 15.2 cos 20 - 20 


32 sin q = [ 10 


15 cos 20 + 6 cos 40 - cos Boj 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 


1 


cos sinto 

* 


.: 64 


[ ços 70 - cos 50 


3 cos 90 + 3 cos © ] ET SOT E ärsår 1967 . 


( B. Tech . " 71 ) 


1 


coso + ising 


X என்றால் , cose 


i sin = 


1* 


1 


1 


2 cos x = x 


; 2 i sino 


1 


மேலும் 2 cos TO 


; 2i sin ro = / 


X 


( 2 cos @)*(2 sin 6 ) * = ( * + 

(x++) ( * - ) 
( 1:- * ) ( * - * ) 


- 


2 sin 80 
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+ ) 


= ( x- + ) (x - s. x + + 3 * . ! 
-( - + ) (x - & x + * - ) 


1 


7 


* 


3 
353 + 


1 


8 


+ 


+ 3x 


x5 


- 


13 


* 


= ( x + + ) - ( x + + + ) -3 ( x * + + ) 

++( x + + ) 


128 cos sinG 


2 cos 70 2 cos 59 

3.2 cos 30 + 3.2 cosG 


1 


cose sino 


--- 


[[ cos 70.- cos 50 


64 


3 cos 30 + 3 cosGI 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

1 

[ 6sin 20 + 2 sin 49 
: 128 
sin 80 ] என்று நிறுவுக . 


படி 


( B.E. 71 ) 


1 


CosO + i sing 


x என்க . 


COS 


+ 


ising 


1 


1 


எனவே 


2 cos 9 


மற்றும் 2 i sins 


* 
- 


1 


மேலும் 2 cos TG 


பபப- 


+ 


2i sin ro 


X " 


( 2cos o ) ( 2 | sin(a) = ( 

( * + ) ( x- * ) ) 
= ( * - + ) (xt ) 


டோறியியர் கணக்கு 


- = (x+ - 3 + - - - ) ( ** + 2 ++ ) 


x 2 

+ 23 * + x 


2 


1 


1 
4 


- 


- ( - + ) + ( -+ )- 2( - + ) 

- 6 (x- + ) 


.. 


23icos50 sino 


- 


- 


2i. sin 80+ 2 • 2i sin 69 
2- 2i sizz 46 - 6 • 2i sin 29 


* 


cos e sin * = 


1 

[ 6 sin 20 + 2sin 48 - 2 sia 89 
128 . 

sin, 80 ] 


பயிற்சி 4 . 


கீழ் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
1. 64 sin = 35 sin e - 21 sin 39 + 7 sin 58 - sia 78 

( B. Tech .. 68 ) 


- 


2 cos 9 


35 + 58 cos 20 + 28 cos 46 

+ 8 cos 60+ cos 88 ( B.Techi. 68 ) . 


cosg 
sing 


A cosa + B cos 36 + C cos 50 என்றால் , 
Asin S B sin 80 + C sin 50 


- 


cos 9 - வை cosine-களின் 6 - வின் மடங்குகளாக விரித்து 
எழுதுக . ( express cosa in a series of cosines of multiples 
of 6 ) 

( B. E. 69 ) 
1 
விடை : ( cos 50+ 5 cos 38 + 10 cos03 

16 


sin # G_cos G- வை cosine- களின் 9 - வின் மடங்குகளாக 
விரித்து ; எழுதுக : 

( B , E. " 70) 


டைர் 


( cos 60 


2 cos 40 


cos 20 + 2) ) 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


8. sing Cos - 9 - வை sine - களின் 6 - வின் மடங்குகளாக 
எழுதுக . 

( B.E. 72 ) 
1 
[ விடை : ( sin 79-3sin 50+ sin 30 --- 5 sin . G } } 

64 


7 . 


cos a sins 9 - வை sine- களின் 
எழுதுக . 


8 - வின் மடங்குகளாக 

( B. Tech . " 2 ) 


1 


( விடை : 


( sin 60 - 4 sin 49 + 5 sin 20 ) ] 


S. 


2 cos asino = 6- 2 cos 20 8 cos 40 

+ 8 cos 60+ 2 cos Se cos 106 . 


- 


- 


9 . 


64 ( cos * 9 + sin ° 9 ) 


cos.86 + 28 cos : 40+ 


1 


- 


10, costg sin g 


211 ( 20 sin 2g 


5 sin 49 - 10 sin 80 


-- 45in 80+ 2sin 100 


- 


sin 1 201 


அதிபாவளைச் சார்புகள் (Hyperbolic functions-) 


நாம் இயற்கணிதத்தில் ( Algebra ) 


** 


- 


+ 


11 


12 


- = 1-1 + 12 - 1 


+ 


. 


என்று பார்த்திருக்கிறோம் . 


இவைகளை முதலில் கூட்டி , பிறகு அவைகளைக் கழித்துப் 
பார்த்தால் கிடைப்பது 


* 2 


1 

( ex + e - r ) = 1 + 


+ 


- 


12 


1 . 


1 


x3 


** 


( er -- e - x ) = x + 


+ 


2 


17 


மேல் கண்ட சார்புகளை முறையே அதிபரவளை கொசைன் , 
மாவளை சைன் ( hyperbolic cosine and sine ) என்கிறோம் . இவை 
களைக் கீழ்க்காணும் முறையில் குறியீடு செய்கிறோம் : 
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பொறியியற் கணக்கு 


1 
2 


4. 1 : COS } 

her 


( ex 


- 


14 


- 


1 


3 


sin hx 


( e - e- * ) = 


ஓ 


+ 


-- 


இதேபோல் tan hx 


= 


isin h 
Cos hy 


2 * + 


cot hy 


- 


cos hx 
sin in 


-- 


2 


sec hx 


- 


- 


cos hx 


1 


2 


cosec lax 


- 


sin x 


-- 


குறிப்பு : cos hxx > , 1 என்பதும் 
தும் தெளிவு . 


819.1 ஆய்லர் சூத்திரம் ( Euler forrala ) 


ig 

= cos e + i sing ; 


- 10 

| [ c 8 - i sin a ) 


ee 


நிறுவல் : 


- 


+ 


+ 


/ 11 


42 


! 


இதில் x + i எனப் பிரதியிடுக . 


ie 


ee 


- 


+ 

+ 
22 13 


+ 


+ 


/ 1 


25 


+ 

28 


* 


" 0 " 
17 


+ 


+ 


- (t - * + + * + * -- ) 

-- ) 


15 


27 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


217 


9 


1 


ஆனால் , 17 - ல் , 


--- 


84 
/ 4 


cos 0 என்றும் , 


9 


3 9 

- 
Z3 

/ 5 


sin 0 என்றும் 


| 


அறிந்திருக்கிறோம் . 


எனவே , 


e 


= cos ) - i sin a 


( A 


இதேபோல் , 


-19 

= cos 9 - i sin a 


( B ) 


e 


819 • 2 . கோண விகிதசார்புகளுக்கும் 

அதிபரவளைச் 

சார்பு 
களுக்கும் உள்ள தொடர்பு ( Relation between Trigonemetric 
hyperbolic functions ) 


cos 


= 


= 1 


+ 


94 
/ 4 


Z2 


98 . 


sin 9 = 9 


( 2 ) 


+ 

25 


13 , 


( 1 )-ல் 9 == in எனப் பிரதியிடுக . 

1212 
cos ( ix ) 1 

+ 
/ 2 

14 


= 


- 


16 


12 


1 + 


+ 


24 + ) 


16 
28 + 


12 
= cos hx 


தேபோல் ( 2 )-ல் , 9 = ix என்று பிரதியிடுக 


sip ( ix ) = ix - 


ix3 
/ 3 


+ 


15 


- 


( x + 2 +25 + -- ) 


i sin hx 


- 


COSE 


( C) 


A 
218 

பொறியியற் கணக்கு 
எனவே 

Cos . ( is ) 
sim (ix ) 

i sit hx 
மேலும் ( A ) - யையும் , ( B ) - யையும் கூட்டினால் 
2 cos9 

= 2 cos } { ie ) 
2i sin a ig 

= 2. sin h ( ie ) 


- 


50 . 


( 
D 
) 


a 


- 


எனவே 


cos h ( 6 )) = cos 


- + 


sin h ( ie ) = sinsis 


( F ) 


சூத்திரங்கள் ( C )- யும் ( D )- யும் மிக முக்கியமானவை . அவை 
களைப் பயன்படுத்தி அதிபரவளைச் சார்புகளின் தொடர்புகளையும் , 
பலவிதமான கணக்குகளையும் காண்பதும் செய்வதும் எளிதாகும் . 


19 : 3 . சில முக்கியமான " அதியா எம்சனச் சார்புகளின் தொடர்புகள் 
cos hea 

şin ho 


2. 1 - tarang 


See kag : 


3. cot ha 1 = cosec h * 6 
4. sin h ( x + y ) sin hx cos hy + cos hx sim hy 
5 . sin h ( x - y ) 

) = sir for cos kiy - cos hx sin hy 
6 . cos h ( x + y ) cos hx cos hy + sic Frx sin hy 

( B. E , T2 ) 
cos h ( x - y ) cos H1x CDS hy sita hx sia ky 

tain hx + taa hy 
8. tan h ( x + y ) 

( B. E. 68 ) 
1 + tau hx tan hy 


- 
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உயர் திரிகோண கணிதம் 


9. tan h ( x - 3 ) 


tanks: 

tan hay 
1 + tan hx . tan kay 


sin } ( 2x ) 


2 sin its cos hx 


2 tafse 
1 Fans 

hy 


- 


cos h ( 23 ) 


= cos h.r + sin ter 


2 cos has 


1 


பா 


1 - 2 sin h2 > 


1 - [anit23 
1 - tan 13 


- 


1 2. tan h ( 2x ) 


2 tan lux 
1 tan her 


பா 


113. sin / 3.x. 


3 sin x + 4 sin tex. 


cos h 3x 


ப 


3 cos her 


4 cos h . 


15 . 


tan / 3r 


3 tan lix - tan has 

1 + 3 tan her 


இப்படியே இன்னும் பல தொடர்புகளை, எழுதலாம் . ஒவ்வொரு 
கோண விகிதச் சார்புத் தொடர்புக்கும் அதிபரவளைச் சார்பு 
தொடர்பு ஒன்று உண்டு என்று அறியலாம் - மேல்படி தொடர்பு 
களை நிறுவும் முறை ஒரே தன்மையது . அதாவது , கோண விகித 
சார்புத் தொடர்பு எழுதிப் பின்பு சூத்திரங்கள்: ( C ), ( D ) ஐப் பயன் 
படுத்தி , வேண்டிய அதிபரவளைச் சார்புத் தொடர்புகள் அடைய 
லாம் . முதல் மூன்று சமன்பாடுகளைக் கீழே நிறுவுவோம் .. 
மற்றைய சமன்பாடுகளை மாணவர்கள் - தாங்களாகவே நிறுவிக் 
கொள்வார்களாக . 


cos29 + sing 


- 


அதில் 


= ix எனப் பிரதியிட்டால் , 
cos (ix ) + sin : { ix ) 


1 


( cos hx ) + i sin hx ) " 


sin h * x 


அதாவது cos her 


1 + tanae = sec26 
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இடாறியியற் கணக்கு 


இதில் 


= ix எனப் பிரதியிட்டால் 
1 - tan ( ix ) = sec " ( ix ) 
1 --- ( i tan hx ) : = ( sec hx ) " 


-- 


அதாவது 1 


tan 12.3 


= sec for 


1 + cot s 


- 


cosec 9 


இதில் 


9 == ix எனப் பிரதியிட்டால் , 


1+ [ s ) - [ * ] 

- (ral is ) = ( he ) 


1 + ( -- cot her ) 


cosec " > 


cot h2x - 1 


= cosec nx 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப்பகுதி ( real part , innagimary part ) என்று 
பிரித்து எழுதுக . 


( a ) tan ( d + iB ) ( B. Tech . 68 ) 


( b ) sec ( 4 + iB ) 


( a ) tan ( + iB ) 


sin ( a + iB ) 
cos ( a + iB ) 
2 sin ( + iB ) cos ( a - iB ) 
2 cos ( + iB ) cos ( 2 - 13 ) 
sin 2 = sini ( 23 ) 
cos 2 + cos i ( 23 ) 


= 


- 


sin 2 { + i sin /h ( 23 ) 
cos2+cosh ( 25 ) 


மெய்ப் பகுதி 


sin 22 
cos 20+ cosh ( 23 ) 


கற்பனைப் பகுதி 


sin h ( 2B ) 
cos 2 + cosh ( 28 ) 


உயா திரிகோண கணிதம் 


1 


( 0 ) sech ( + 18 ) 


cosh Lt16 ) 


1 


cós i ( d + iB ) 


( சூத்திரம் ( C ) ] 


: 


1 
cos (ich 8 ) 

2 cos (id + B ) 
2 cos ( id + B ) cos ( i B ) 
2 [ cos ( i 2 ) cos 8 sin ( id ) sin B ] 

cosi ( 20 ) + cos 2 B 


2 ( cosh o cos B i sin ito sin ) 

cos h ( 2 2 + cos 2B 


மெய்ப் பகுதி 


- 


2 cosh acos B 
cos h ( 2 ) cos 28 


கற்பனைப்பகுதி 


2 sin h d sin B 
cosh ( 2 ) – cos 2 


மாதிரிக் கணக்கு 


sin ( x + iy ) 


@cos o i sin o ) TST SU . 


1 


( 9) pa 


II 


을 


[ cos h ( 2y ) 


cos 2x ] 


( ) tao o = cot x tan hy 6TÁT DIT sor 19 & 21. 


P ( cos d ti sind ) = sin x cos is : * cos r sin iy 

= sin x cos hy + icos y sin hy 


sin i cos hy 


P sint of 


= cos Y sin hy 


2 . 


( 2 ) 


( அ ) ( 1 ) ஐயும் ( 2 ) ஐயும் வர்க்கமெடுத்துக் கூட்டுக 


sin x cos hºy cos * x sin hºju 
= sin * x costi coser sini 


பொறியியற் கணக்கு 


= Yocas 27 :));} [ 1 + cos i (29 ) ] 

- 
201 + cos2x ) . [ 1 


1 


1 


cos i ( 2 ) ] 


1 


[ 1 + cos i ( 2v ) - cos 2x 

- - cos 2x cos i ( y ) ] 


1 


- cos i ( 20) + cos 2x -- cos 2x cosi ( 2 :) 


[ cos i( 21) 


[ cos i ( 2y ) - cos 2x ] 


1 


jas 


2 [ cos h ( 2 ) ) = cos 2x ] 


( ஆ ) ( 2 ) ஐ ( 1 ) ஆல் வகுக்கவும் . 


tan ol = cotx tap hy . 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


* + jy stap ( A + iB) THİT ( GU , 


( 9 ) ** + y2 + 2x cot 2 A 


1 


( * ) x2 + y2 2y coth( 2B ) + 1 = 0 TOTDE 1a. 

tan ( A + iB ) = x + iy shiru sro , 
tan ( A - iB ) = x - iy % . 


( 9 ) dan 24 = tan [ ( A + iB ) + ( A - iB ) ] 

tan ( A + iB ) + tan ( A - iB ) 
11 - tan ( A + iB ) tan ( A - iB ) 
( x + iy ) + ( x - iy ) 
1 = ( x + iy ) ( x - iy ) 

2x x 
1 ( x + y ) 


co 24 


2x 


x + y2 + 2x com 2A 


உயர் திரிகோண கணி 


க 


( ஆ ) tan 1 ( 28 ) = tan [ { A-+ iB ) - ( A --- B ) ] 

tar ( A + iB ) tan ( A - iB ) 
1 - tan ( A + iB ) tan ( A- iB) 
( x + iy ) - ( x - is) 


- 


அதாவது i tan (25) 


1. + x + y 


coth ( 2B) 


2y 


2 


+ y " 


2y cot ( 2B ) + 1 = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 


* 


tanh 


- 


( 2 ) 


Tao 


( 2 ) 


என்றால் , 


( 9 ) SD h 34 = 12 0 


u log tan 


( 4 + :) 


என்றும் நிறுவுக . 


( அ ) tan 


( 2 ) = 1an ( 2 ) 
( 2 ) ( 2 ) 


கடி 


i tan i 


1.an 


2tami 


1 


ஆனால் - sin h { w ) 


SIR a 


( 2 ) 

2 ) 


1 + lan 


இப்போது , சமன்பாடு ( 1 ) -ஐப் பயன்படுத்துக . 


tan 


sin h u 


9 


+ 1 tane . 


-- 


பொறியியற் கணக்கு 


2 tan ) 


1 


- 


tan 


( 2 ) 


அதாவது sin hal = tan 9 


( ஆ ) tan h 


( 2 ) 


- 


tan 


( 2 ) 


ul2 


- 1/2 


tan 


e 


1 


u2 -u / 2 

+ e 


e 


கூட்டுக்கழி விகித சமம் ( Componendo et dividendo ) பயன் 
படுத்துக . 


22u / 2 


1 + tan 


2e 


-u/ 2 


1 


9 
tan 


- 


tan 


tan 


1/2 + u / 2 


2 


e 


e 


1 - 


tan 

4 


8 
tan 


w 


tan 


+ 


2 


( 4 2 ) 
= log tan ( 4 + 2 ) 


பயிற்சி 5 . 


1. கீழ்வரும் சமன்பாடுகளை நிறுவுக . 


( 9 ) sin h C + sin h D = 2 sin la 


C + D 

2 


cos h . 


C - D 


( ஆ ) sin h C - sin hD 


C + DY 

sinh 


- 


= 2 cos h 


( 2) 


( இ ) cos h ( A + B ) + cos I ( A - B ) = 2 cos h A cos | 
ஈ 2 sin h A sin hB + cosh ( A + B ) - cos h ( A 
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2. கீழ்வருவனவற்றில் மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப் பகுதி என்று 
பிரித்து எழுதுக . 

( அ ) sin ( d + iB ) ( ஆ ) sin i ( + is ) 
( இ ) cos ( d + iB ) ( 7 ) cos h ( d + iß ) 
( உ ) tan h ( d + iB ) ( ஊ ) cot ( d + iB ) 

( B. Tech . " 72 ) 
( எ ) cosec ( d + iB ) ( ஏ ) cosech ( d + iB ) 
( ஐ ) cot h { { = iB ) ( ஒ ) sec ( a + iB ) 
( ஓ ) sec h ( d - iB ) 


. 


x + iy = sin ( A + iB ) என்றால் , 

y . 
( அ) 

4 


cos h2 B 


sin hº B 


1 


y * 
sin AL cose A 
என்று காண்பிக்கவும் . 


( B. E. 65 S.V , Vty = } 


- 


4 , x + y cos ( u + i , v ) ஆனால் , 

( அ ) { 1 + x ) * + y * ( cos hv + cos u ) 

( ஆ ) ( 1 - x ) 2 + y : ( cos hy - cos !! ) " என்று காண் 
பிக்கவும் . 


5 . 


COSH ( u + v ) ஆனால் , 


- 


+ 


1 


- 


cos hu 


sia h ** 


x2 


1 


என்று நிறுவுக , 


cosy 


sin - y 


6. sin ( x + iy ) = cos { + i sin d என்றால் , 

cos x = = sin di 


7. sin ( 9 + ip ) = tan ol + i sec d ஆனால் , 

cos 29 cos h ( 20 ) 


8 .. sin ( e + ip ) 

tang 

tan ho 
பொ . க . - 15 


tan ( x + y ) என்றால் , 
sin 2 *% 

என்று காண்பிக்கவும் . 
sin h ( 2y ) 


பொறியியற் கணக்கு 


- 





* 


cos ( x + y ) = $ ose + isind என்றால் , 
( அ ) sin * x: = + sin c என்றும் , 
( ஆ ) cos 2x + cos I { 2y ) என்றும் நிறுவுக . 

( B. E. 70 ) 
cos ( x + iv > = Y [ cos ol + i sind என்றால் , 

sin ( x - 2 ) 

என்று நிறுவுக . 
sin ( x + ) 


P 


* log 

leg( F 


T + 


= tan ( x + iy } என்றால் , 
sin 2x 

என்று காண்பிக்கவும் . 
sin h 2y 


- 


12 . 


tan ( G + 10 ) 


GOs + since 


என்றால் - 


( அ ) 6 

+4 ( ஆ ) 
என்று நிறுவுக . 


1 

log tan 
2 


tan hx 


- 


sin G என்றால் , 


( அ ) sin irx 


tano 


ஆ ) cos x 


- 


seco 


log tan 


( T + :) 


என நிறுவுக . 


என்றால் COS x = eos } x = 


1 


11 


tani 2 Tam 

2 . 
என்று காண்பிக்கவும் . 


15 . 


- 


* = sec 0 + tan # TGÖT ( 350 sec o 
நிறுவுக . 


cos hx என்று 
( B : Tech . 72 ) 


* 


சு 


- 


* 


tan 

tan otan hß 
என்றால் , tani ( +2) 
நிறுவுக . 


tamE cot c . tanha 
sini 18 Cosec 20 


என்று 


17. tan G + 10 ) 


tand + i seca என்றால் , 


+ 


லே 


2 


( ஆ ) 


E+ COT 


என்று நிறுவுக . 


உ.யர் திரிகோண கணிதம் 
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18. tan ( d + iB ) = என்றால் , a என்பது ஒரு தேராக் 

கணியம் ( indeterminate quantity ) என்றும் , B முடிவிலி 
( ininity ) என்றும் நிறுவுக . 


19. 32 cos he cos # ( 68 ) + 6 cos h ( 48 ) 

+ 15 cos h ( 28 ) + 10 
என்று காட்டுக . 


( குறிப்பு : 


cos htg 


= [ °°) ) ) 


20. 64 sin he 

64 sin hre = sin h79 
என்று காண்பிக்கவும் . 


7 sin h 50+ 21 sin h 30 

35 sin he 


1 20. நேர்மாறு கோணகணித அதிபரவளைச் சார்புகள் ( Inverse 
trigonometric and hyperbolic functions ) 

x + iy = eos ( u + iv ) என்றால் 
-u + iv என்பதை x + iy- ன் நேர்மாறு கொசைன் * என்று கூறு 
கிறோம் . குறியீடு முறையில் 

u + iy = cos- ( x + iv ) 
என்று எழுதுகிறோம் . 


- 


ஆனால் x + it = cos ( 3 + iv ) cos [ 2 ] m + ( u + ir ) ] 

எனவே COS - 1 ( x + iy ) 27 + ( a + iv ) 
இதிலிருந்து cos - 1 ( x + iy ) ஒரு பல மதிப்புடைய ( multi valued ) 
சார்பு என்பது புலனாகிறது . 

இதேபோல் sin - 1 ( x + iy ) , tan- ( x + iy ) , sec- ( x + iy ) . 
cosec - 1 ( x + iy ) , cot - 1 ( x + iy ) ஆகியவைகளும் பல மதிப் 
புடைய சார்புகளாகும் . 
மேலும் x + 1y | 

cosh ( d- + B ) என்றால் d + iB 
என்பதை x + iy- ன் நேர்மாறு அதிபரவளை கொசைன் ** என்பர் . 
குறியீடு முறையில் 

d + iB = cos h - 1 ( x fy ) 
என்று எழுதப்படும் . 


inverse ccsine 
inverse hyperbolic cosine 


பொறியியற் கணக்கு : 


hf = cos hos + is ) = cos ( ild + iB ]] 

= cos ka ( 27 - ( 4 + is ) ] 


- [ {as + ( a + { } } } ] 


cos h [ 2nri + ( d ! + iB ) ] 


cos i - 1 ( + iy) 


2m ( + IB ) 


இதிலிருந்து எல்லா நேர்மாறு அதிபரவளைச் சார்புகளும் பல மதிப் 
புடையவை என்று தெரிகிறது : 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

tan - 1 ( a + 1B ) - வை மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப் பகுதி என்று : 
பிரித்து எழுதுக . 


- tan - 1 ( c -- iB ) 


= x + y என்போம் . 


அதனால் ! + iB = tan ( x + iy ) 


மேலும் - 1B = tan ( x - iy ) ஆகும் 
இப்போது )tan 2x = tan ( x + iy ) : + ( x - iy ) 

tan ( x + iy ) + tan ( x - iy ) 
1 tan ( x + iy ) tan ( x - ty ) 


- 


( d - i3 ) + ( d - iB ) 
-( d + iB ) ( d - iB ) 


1 


1 


" tan =- f 

{ --s } 


மேலும் tan i ( 2y ) 


பக 


tan [ (x + iy) 


- 


(x 


iy ) ] 


* 


tan ( x + iy ) - tan ( x - iy ) 
1+ tan ( x + y ) tan ( x iy )) 


- 


( el + is ) - (d - iB ) 
1 + ( B ) ( d - tB ) 


223 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


216 


அதாவது , 11tnh ( 2y) 


s }... ( 1 ) 


+ -8 


இதை வேறுவிதமாகவும் எழுதலாம் : - 


-- 


22y 
pey + -2 ) 


2-2y 


ety 


1 -- 1 2 + 6 + 26 
1 + c + 8 2B 
( 1 + B ) 29 
( 1 + B. ) ? + di ... 
( 1 + B ) + c ) 
( 1- 32 + 2 


( 


1 . 


log 


( 2 ) 


2.4 


- 


tan 


( 1 


B ) 
* ( 1 + 3 + B- ) 


i 


+ 


tar ir 


மேலே உள்ளது தலையாய மதிப்பு ( principal value ) 
மதிப்பு: ma + தலையாய மதிப்பு . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

BOS - 1 ( cos G + sine) - வை . மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப் பகுதி 
என்று பிரித்து எழுதுக. 


( 6 ஒரு குறுங்கோணம் என்க . ) 


cos - 1 ( cos imaterial sin . 0) == x ----- என்போம் . - 2 A 

) : 
cos G + i sin a cos (x + i ) 

= cos x cos hy - i sin å sin hy 
cos O cos x cos hy 

( 1 ) 


SPD.G 


sin x sin hy 


- ( 2 ) 


பொறியியற் கணக்கு 


( 1 ) , ( 2 ) இவைகளின் வர்க்கங்கள் எடுத்துக் கூட்டுக . 

1 = cos.x cos key + - sin * x sin hy" 


cosex (1+ sinh y ) + ( 1 - cos ) sihy) 


அதாவது 


- 
-- 


1 cosex + sin #ry 
sin x = sin hy 


( 3 )-ஐ . ( 2 ) -ல் இட்டால் , 

sin 0 sin * : . sin * , 


sintx 


sinx = sina 


. 


அதாவது x = Sin - sing 


! 


மேலும் ( 3 ) , ( 4 ) இவைகளிலிருந்து 

sin hey sins . 


- 


அல்லது sin hy 


sing 

sing 


es 


-- 


-- 


P 


( er ) 


2er sing 


- 


-- 


er 


sins = 1 + sing 


இதில் 


குறியை ஒதுக்கவேண்டும் ( : 
log [ vsina 

Vsing + 1 + sing 


cos- " (cose + I sin ) = sin - V/ sing . 

+ i log [ siung + 11 -- Sir G.y 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

cos -1 = log ( x + x 


1 ) என நிறுவுக . 


cos h - lx = என்போம் . 


cos hy = 


+ cer + r")- 1 ( c +1 ) 


( er ) + 1 


2r 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


* 


- 


- 


அதாவது ( c ) 


2X 4x4 


4 


- 
- 


- 


-- 1 அல்லது 

x + 
y = + tog ( x + Vx2 - 1 ) 
பொதுவாக வலப்பக்கத்தில் + அடையான 
தேர்ந்தெடுக்கப்படுகிறது . 

Cosi log ( x + */ x2 - 1 ) 


உள்ள கோகை 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


1 . 


tamiN 


log 


(14 ) 


என நிறுவுக . ( B. Tecil . 69 ) 


tani - 1 


y என்போம் . 


: 


- 


tan ky 


-- 


அல்லது 


ey + -- " 


1 


2. er 


- 


X 


g2y = 


1 + * 
1 


- 


= 


-- 


} los (1+ ) 

* los (H + ) 


tank - Lx == 


பயிற்சி 6 . 


tamr- ( cosG + i sin o ) - வை மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப் 
பகுதி என்று பிரித்து. எழுதுக , 


விடை : 


+ 


log 


41 


cos -வின் 


1 


SinG 


என்றும் 


குழி + அல்லது என்றால் , முறையே 
எடுத்துக் கொள்க . ) 


பா பொறியியற் கணக்கு , 


2. sink - 1x 
: - log ( x + W X 4-"1 * என்று நிறுவுக .. - 

* ( B. Tech . 68 , 70, 71 ) 


x மெய்யெண் என்றால் , sin h - 1xc , cos h - 1x , tan ia - 13: 
ஆகியவை ஒரு மதிப்புடைய சார்புகள் என்று காண்பிக்கவும் . 


4. மெய்யெண்கள் . x ) = ( a + ib , c = c -- ib , 
ners ge4 ஒரு மெய்யெண் என நிறுவுக . 

( B , E. 72 ) . 


5. நிறுவுக : 


sin : -1x = cos in - 1 ( 0.1 + x ), ( B. Tech . 68 ) 


8 21. கலப்பு எண்களின் மட்டக்கை ( Logarithm of 4. Complex 
Numbers ) 

U 
வரைவிலக்கணம் 


ol + iß = 
+ = ex + iy 

என்றால் , x + iy என்ற கலப்பு எண் : 
அடிக்கு ( d + is ) - வின் ஒரு மடக்கை என்று கூறுவர் . ( x + iy is 
a logarithm of cl + is to the base e ) 


2 . 


= cos 2nr + i sin 2nm = 15 


வே x + y 2mi = x + iy 


எனவே , 


x + i ( y + 2ns ) 


+18 


loge ( a + iB ) 


-- 


x + i (y-- 2um ) 


பொது 


இது c + B- ன் பொது மடக்கையைக் குறிக்கும் . n = 0 என்றால் , 
தலையாய மடக்கையைக் 

மடக்கையைக் 
குறிக்க Log ( d + IB ) என்றும் தலையாய மடக்கையைக் குறிக்க 
log ( c + 1B ) என்றும் எழுதுவது மரபு . 


+ i ( p + 2nm ) 


அதாவது 4 +.113 


என்றால் 


log ( d + iB ) = x + iy 
Log ( + is ) = x + i () + 2 ) 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


23.3 


$ 21-1 log (a + is )-வைப் பிரித்து எழுதுதல் 


d . + is = ** 


என் போம் . 


3 


log at + is = leg { ree ) 


loger - | - iage 
- lagn - iS loge = 1 ) 

logo et- + நீ --- i tam - 2 ( B ) 
: log ( a + iB) = -- log ( 3 + B * ) + i tan - 1( A )( 1) 


மேலும் 


Log ( al + iB ) 


log { ct + B : ) + i 
2 


( 


2 / x + tan 


( A ) ] (2) 


521-2 . ஒரு தேர் மெய்யெண்ணின் மடக்கை ஒரு மெய்மதிப்பும் 

பல கற்பனை மதிப்புகளும் உடையது ( A positive real number 
has one real logarithm and infinitely many imaginary ones ) 


றுவல் : 
** g 21 1 - ல் 3 


0 என்று இட்டால் 


Logd 


log de - 1 ( 2n + tan -10 ) 


அதாவது Log d + log c + 12hmi 


இதில் தலையாய மடக்கை நாம் அறிந்துள்ள சாதாரண தேப் 
பிரியன் logd 


121-3 ஒரு எதிர் மெய்யெண்ணின் மடக்கை எப்போதும் கலப்பு 

எண் ஆகும் ( Logarithm of a negative real number is always 
complex ) - 
* d = reia 

= r ( case + i sina ) ( d > ) என்போம் . 
. 


ப 


r cosa - 


234 


பொறியியற் கனா க்கு 


- 


F sina 


O 


* r = + f {-A ) + 0 % 


cos3 


= 


- 


-- 1 , sine 


- 


- 


ole 


. log ( - ) = logo + T 


CLOSYNLD Log (-2 ) = log on t + 2n1i 


மடக்கை ( Logaritime of a 


$ 21-4 . தூய கற்பனை எண்ணின் 

purely imaginary number ) 


0 என்றால் 


21.1 - ல் சமன்பாடு ( 1 )-ல் , 


-- 


1 


1 


log ( iß ) 


2 log (B * + i tan 


அதாவது , log ( iB ) = log 3 + i 


- 


மேலும் Log ( is ) 


log B + 


( 2 + 2: 7 ) 


குறிப்பு : 


- 


B = 1 என்றால் , log ( i ) = i > ; Log ( i ) 


+ 2ான 
2 


207 ) 


x + iy 
821-5 , ( a + iB ) 

எனப் பிரித்தல் 


மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப் பகுதி 


X loge a 

என நாம் அறிவோம் 


2 


ஆகவே ( + i3 ) + iy - " ( x+ iy ) ( Log-( a + iss 

( x + iy ) [log : + i ( 9 + 2nm ] ] . 

r = + z + 8 


--- 


tan 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


c { x log r _y ( a + 2727 } + i { y logr + x ( 0 + 2um ) } 
x fogr - y : ( G + 2m ) if y logr + x ( 9 + 2nm ) } 


v ( 0 + 2rm ) 


- 


to + iy )* + iy 


feos { y log f + x ( 9 + 2nm ) + i sin { y logr + .x { g - + 2in ) } ] 
இதில் n = 0 என்று இட்டால் , தலையாய மதிப்பு கிடைக்கும் . 
அதாவது ( d + is + 

= r e - 7 [ cos ( y log i + xG ) 

- i sin { y -log r + xa } } 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 
* < 3 

என்றால் , 
log ( 1 + cos 26+ i sin 20 ) log ( 2cos g ) + is 
என்று நிறுவுக . 

1 + cos 20+ sin 20 = 1 -- i3 என்போம் . 


21. 1 - ல் விளக்கியபடி , 


1 


log ( d + iB ) 


= 


log { d = + B = ) + i tal 


( I ) 


- 


இங்கே d = 1 + cos 28 , 3 


sin 20 


+ 8 


== ( 1 + cos 20 + sine 23 
= 1 + 2 cos 29 - cas- 26 + sir 20 
= 2 ( 1 + cos 26 ) 
= 4 cos :29 ( 2 cos 9 ) 


- 


B. 


மேலும் , 


sin 20 
1 + cos 20 
tano 


2 sin cos 

2 cos " 


- 


tan 


( 2 ) 


= tan- " ( tal ) O ) 


G 


log . ( 1 + cos 20 + i sin 20 ) 


II 


log ( 2 CUS 9 ) --18 


log ( 2 cos 3 ) +10 . 


iog { ) 


- 


தபாய மதிப்புரை 
286 

பொறியியற் கணக்கு 
மாதிரிக் , கணக்கு 2 . 
Ccs { x - iy ) 

2i tan - 1 { tan x tan hy ) 
COS ( x + iy ) 
என்று காண்பிக்கவும் . 
ras { x --- iv ) == CO $ % COS 2x y --- * siri_x sin hy " 

ct + S என்போம் , 
COS x + ) 

3 ஆகும் . 
-log { d + is ) 

B 
log ( + ) + tan 

i - 1 

d 
மேலும் log (48) 

log de + B2 ) - / tan - 1 d 
2 

B 
+16 
log 

= 10g ( a + B } -- lag ( d --- i/ 3 ) 
6 sinx sin kay 
இங்கே 

Tan / tar 23 
cos x 3s #7 17 
COS ( K d + 18 

B 
log 

-- 2i tan - 1 
cos (x ) 

cd 13 

2 tan - 1 ( tanx tan iy ) 
மாதிரிக் கணக்கு, 1 . 


1 


. 


- 
--- 


போ 


. 


} 


( A ) 


A -- iB என்றால் 


TB 

என்று நிறுவுக . 


2 


கொடுத்த சமன்பாட்டை 


4--18 


+ B என்று எழுதலாம் . 


( A + IB ) logi 


அதாவது 


+ 1B 
B 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


ஆனால் log : -- 


( A + iB ) 


61 


H 


A + B 


இருபக்கங்களிலும் மடக்கை ( logarithm ) எடுத்தால் , 


- 


( A + IB ) 


log ( A + iB )) 


imA 


7 B 


- 


1 
2 


அதாவது 


log ( 4 + B ) + i tan 


A 


மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் 


B 


B 


i7 
2 


-- 


i tan - i 


tan 


* ) 


A 


- 


- 
- 


A2 + B 


log ( A2 + B ) 


காதிரிக் கணக்கு 4 : 

4m + 1 
Log ; i = 

{ m , n முழு எண்கள் ) என்று நிறுவுக . 
41 - 1 


logo N 


- 


log . N 
logas 


று நாம் அறிவோம் 


- 


எனவே , Logi i 


Logo i 
Logi 


சமன்பாடு ( 1 ) -ல் வலப் பக்கத்தில் தொகுதியும் பகுதியும் 
சமம் ஆகாது என்பதை நன்றாகத் தெரிந்து கொள்ள வேண்டும் . 
தலையாய மதிப்புகளாயிருந்தால் சமம் ஆகும் . 

ir 


இப்போது 


. 


( தலையாய மதிப்பு ) 


ப 


- 


( பொது மதிப்பு) 


எனவே , 


Loge 1 


( 


i (4m + 1 ) * ) 


இதேபோல் மற்றொரு Log : i = i { 4n + 1 } -2 


-23.8 


பொறியியற் கணக்கு 


இவைகளை ( 1 ) ல் பிரதியிட்டால் , 


( 4 + 1 ) 


Logi 


Kaika 


Am + 1 
4n + 1 


1 


( 47 + 1 ) 


குறிப்பு : m , 1 வெவ் வேறு முழு எண்கள் , m = 1 அல்லது 
0 = n ஆகும்போது மாத்திரம் Log ; i = 

1 . 


பா 


logii 


பயிற்சி 7 . 





பின் வரும் சமன்பாடுகளை நிறுவுக . 

. 
1. log ( 1 + 1 tamil ) log seca + ( குறுங்கோணம் 


* 


1 


2.log ( 1 + i ) 


loy 2 + 1 


Log ( 1 + i) -ன் மதிப்பு என்ன ? 

1 
விடை : Log { 1 -- 1 ) - * log 2 + 2mm + 

(2 + * ) 
3. Log sin ( x + ix ) = > 1 (cos h 2y -- cos 23 

--- i tan ( cosix . tanhy ) 


4. ilog 


T 


2tal - 1 


5. log log sini ( x + in ) 


பா 


- 


- 


15g ( - + - ) + i tan 


( B ) 


1 


c 


log 


1 

( cos h 21-- cos 2.1 ) 


B 


tan - 1 (cot x tani ) 


டன் தலையாய மதிப்பு 


m / 2 


2n + 


7. 9 


-) 


( 20 


என்றால் , 


2 


COF G 


ஐயர் திரிகோண கணிதம் 


-239 


t 


( 


( xtiy ) Ptig 


என்றால் , 


11 


al 


- 


p loga ( x + y " ) - g tan - 3 


log o e 


log . ( x " + y * ) = 2 (¢ + A ) 


( தலையாய மதிப்புகளை மட்டும் எடுத்துக் கொள்க ) 


9 . 


tan 


- ( ties(4516 )] - 


2ab 

-- 


10. tan.log ( x + iy ) = a + - ib என்றால் , tan log ( x + y ) 


என்று நிறுவுக . 


( B. E , 69) 


1 - as - 2 


த 


$ 22 . தொடர்... கூட்டல் ( Summation of series ) 

இப்போது கோண விகித சார்புகள் கொண்ட தொடர் 
கூட்டல் காணும் முறையை ஆராய்வோம் . தீமாய்வர் தேற் 
றத்தை அல்லது ஆய்லர் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்திய பிறகு , 
மேற்படி தொடரானது , பெருக்கு விருத்தி பெருக்குத் தொடர் 
( geometric progression ), ஈருறுப்புத் தொடர் ( binomial series ) , 
அடுக்குக் குறித் தொடர் ( exponential series ) அல்லது மடக்கைத் 
தொடர் { logarithmic series ) உருவத்தில் அமைந்தால் அந்தத் 
தொடரில் கூட்டல் காண்பது எளிது . ஈண்டு அங்ஙனம் அமையும் 
சில எளிமையான தொடர்களின் கூட்டலைக் காணும் முறை கூறப் 
படும் . எல்லா விதமான கோண விகித சார்புகள் கொண்ட 
தொடர்களுக்கும் இம் முறையைப் பயன்படுத்தி கூட்டல் காண 
முடியாது என்பதை நாம் அறிந்து கொள்ள வேண்டும் . 


காண 


பெருக்கு விருத்தி பெருக்குத் தொடரில் அமையப் பெற்ற 
தொடரில் 1 உறுப்புகளின் கூட்டலையும் , முடிவிலி வரை உறுப்பு 
களின் கூட்டலையும் 

முடியும் . 

ஆனால் மற்ற வகைத் 
தொடரில் அமையப் பெற்ற தொடரில் முடிவிலிவரை தான் கூட்டல் 

இயலும் . கீழ் வரும் மாதிரிக் காணக்குகளைக் கூர்ந்து 
கவனித்தாக 

கூட்டல் காணும் முறை தெள்ளத் தெளிய 
விளங்கும் . 


காண 


எல் 


T 


1 + kela 
240 

பொறியியற் கணக்கு 
மாதிரிக் கணக்கு 1. - 

கீழ் வரும் தொடரில் முதலில் 18 உறுப்புகளின் கூட்டல் மதிப் 
பையும் , பின்பு முடிவிலிவரை கூட்டல் மதிப்பையும் காண்க . 
( அ ) C = 1 + k cosd + ke.cos 2d ! + ... + kn - 1 ( r - 1 ) ol 
( ஆ ) S = k sink + k2 sin 2 + + ke - a sini ( n 

1 ) 
C + is 1 + k ( cos c + i sind ) + k ( cos 20+ i sin 20t ) 
+ + kR - 1 ( cos ( n 1 ) + i sin ( n 

1 ] 
+ 

( இது ஒரு பெ . வி . பெ . தொ . ) 
1 - (keid " 

( 1 - kreic ) ( 1 
1 - ke id ( 1 – ke le ) ( 1 
ke 

) 
- icl inal 

+ ( n 1 ) 
1 - ka 

kre 
1 

+ e | 

- 

id ) + k " 
அதாவது C + S 

1 - k ( cosd - i sin du ) - kn ( cos nd + isin nd ) 
+ ke + [ cos ( n -1 ) d + i sin ( n - 1 ) ) 

2k cosd + k : 


- 


+ kin - 1 ( 72 - 1 ) 


.0 . 


ke - id ;! 


- 


- 


+ k + 1 


e 


- 


- k ( eld 


- 


மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப் பகுதி ஆகியவற்றைச் சமன்படுத்துக . 

kr cos n o + kn + l cos ( n - 1 ) . 
1 - 2k cos c + k ? 


C = 1 - k cos : 


- 


- 


k sind - ke sin no + kn+ 1 sin ( n - 1 ) ot 

1 - 2k cosd + ke 
இப்போது n > 0 ஆகும்போது kr + 0 ( k < 1 என்றால் ) 
ஆகவே k > 1 என்றால் 

1 - k cosd 
Co 
1 2k.cos + k ? 

k sin o 
Sm 

2k cosd + k : 
குறிப்பு : -cosine தொடரின் கூட்டல் மதிப்பை மட்டிலும் 
கண்டுபிடிக்க நேரிடினும் அதற்குப் பொருத்தமான sine தொடரை 
யும் பயன்படுத்தவேண்டிய அவசியம் ஏற்படுகிறது என்பதை 
அறியவும் . 


1 
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மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

கீழ்வரும் முடிவிலா தொடர் கூட்டலின் மதிப்பைக் காண்க . 
( 12 ஒரு நேர் முழு எண் ) : 


12 ( re + 1 ) 
S = n sin a + 


sin 2 - ? (72 + 1 )(11 + 2 


sill 3d 
3 


. 


+ 


கொடுத்துள்ள sine தொடருக்குப் பொருத்தமான cosine தொட 
ரைப் பின்வருமாறு எடுத்துக்கொள்க . 


n ( 1 + 1 ) 
C = 1 + n cos a to 

Cos 20 / + 
1.2 


8 
. 


மேற்படி இரண்டு தொடர்களை C + IS என்று கூட்டி , 


cos r c { + isinr d = { 


என்ற ஆய்லர் சூத்திரத்தையும் பயன்படுத்தினால் 


C + is = 1 + neid 

1 (1 + 1) 


11 ( n + 1 ) i24 
+ 


* z [ f ? + 1 ) { 12 + 2 ) 13 
-- 

+ + 


ee 


e 


1 


+ 


( இரு ஒரு ஈருறுப்புத் தொடர் ) 


- 


( 1 - -- 


-- d = 2ir என்றால் ) 


( 1 


--cosal 


- 


i sin 2 ) - . 


2 sine 


i 2 sin . 


cl 


2 . 


COS 


[ 

] 
= ( 2si - ) " (cos ( * - * ) - 1 ஸ் ( * -- )] 


அதாவது C + is 


- ( 2 * ) ( 2"( " - ":) + 1ஸ் .( " - " :) ) 


க . பொ . - 16 


பொறியியற் கணக்கு 


மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் 


na 


no 


COS 


( 


"2 ) 


C 


- 


2 sin 


- 


IN 


sin 


nd 
2 


2 


- 


2 sin 


* ) 


- 


குறிப்பு : 


of 


2 Ki என்றால் 


c + is = ( 1 - ta ) " = ( 1 - 12k * ) * 

( :: 12k = 1 ) 


( 1-1 


* 


அதாவது , C + iS + 


C 


- 


S = 0 . 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 
கீழ் வரும் முடிவிலா தொடர் கூட்டலின் மதிப்பைக் காண்க . 

k2 
S sin ol + k sin ( d + ) + sin ( +23 ) + 
கொடுத்த தொடருக்குப் பொருத்தமான cosine- தொடர் 


- 
- 


8 


C = cos I + k cos ( c + B ) + 


cos ( + 2B ) + ... 


C + is = 


+ ke ( d + B ) 


( +28 ) 


- + 


12 


8 


id 


i B 


+ kelo 


id i 28 


+ 

22 


2e 


- 


a [1 + (**) ( keB) 

( ke s ) 


+ 

+ 

13 
( இது ஒரு அடுக்குக் குறித் தொடர் ) 
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இடயர் திரிகோண கணிதம் 


ial ( kes ) 


-old 


k ( cos B + i sin B ) 


e 


k cos B + i { d + k sin B ) 


k cos B 


( dtk sin B ) 


தாவது , C + is 

Iccos B 

[ cos { d Hisin B ) + isin ( x + k sins ) ] 


மெய்ப் பகுதி , கற்பனைப்பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் , 


k cos B. cos ( a + sin B ) 


--- 


e 


S = 


S = e 


k cos B sin ( u + k sin B ) 


இங்கே ஏதாவது ஒரு மெய் எண்ணாக இருக்க 


குறிப்பு : 
லாம் . 


மோதிரிக் கணக்கு 4 . 

கீழ் வரும் முடிவிலாத் தொடர் கூட்டலின் மதிப்பைக் காண்க 


k 

k.3 
C = k cos de 

cos2+ cos 3 ... too 

2 
கொடுத்த தொடருக்குப் பொருத்தமான sine - தொடர் 


S = k sin a 


sin 2 -- 


sin 3 


--- 


to D 


சா 


ஆகும் . 


ic 
C + is = ke 


k / 2a 


3 


( இது ஒரு மடக்கைத் தொடர் ) 


log ( 1 + kelaak = 1 மற்றும் 


- 


c + ( 211- + 1 ) * என்றால் ) 


log ( 1 + k cos di + ik sin ) 
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பொறியியற் கணக்கு , 


. 


1 
2 


log { ( 1 + k cos ) -- ke sinu } 


+ i tax - 1 { _k sin od 


} 


1 + k cos 


அதாவது , C + id 


-log ( 2 + 2k cos d ) + i tan - 1 


( d 


{ 


k sind 
1 + k cos 


மெய்ப்பகுதி கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன்படுத்துக . 


1 


1 


3 


= 


log ( 2 + 2 k cos d ) 


k sin a 
S = tan - 1 

11 + k cos I 
குறிப்பு : ( 1 ) k = 1 

1 மேலும் 

4 = 


1 de 


( 2n + 1 ) * என்றால் .. 


i 2n + ins 


im 


keld 


- 1 


- 


log ( 1 + ketd ) = logo 


= 


8 


* 


S = 0 


( 2 ) k = 1 


ஆனால் , + ( 2n + 1 ) * என்றால் , 


C = 


log ( 2 + 2 cos ol ) = log ( 2 cos 
2 . 


vg ( 2 cos-2 ) 

* ) 


S = tan - 1 


sin d 
1 + cos d 


.. ) 


tan - 1 


tan 


- 


d 
2 


பயிற்சி 8 . 


கீழ்க்கண்ட தொடர்களின் மதிப்புகளைக் கணக்கிடுக . 


1. cos { . cos c + cosed . cos 2a + cosso cos 3+ 


மு . வ . 


2. sind + k sin ( a + B ) + k sin ( a + 2B ) + 


இந்தத் தொடரில் முதலில் 11 உறுப்புகளின் கூட்டல் மதிப்பை 
யும் பின்பு முடிவிலி வரை கூட்டல் மதிப்பையும் காண்க . 


உயர் . திரிகோண கணிதம் 


2.45 


1 


1 


9 . 


sind +2 


sin 2 d + 


sin 3d + 


sin 40 + 


4o . . 


( B. Tech . 68 ) 


1 + k coshd + kº cos h 20 + k * cos h 3d + 
L. u . ( k < 1 ) 


5 . 


1 
2 


sindt 


1.3.5 
sin 2d + 

sin 3d + 
2.4.6 


L. u . 


72 ( 12 


1 ) 


8. cos" 


- n1 cos ? -1o . cos [ + 


cosh - dicos 20+ 


+ ( 11+ 1 ) உறுப்புகள் 
( ஒரு நேர் முழு எண் ) 


1 ) 


7. sin dtnsin ( d . + 8 ) + 


sin ( + 2B ) + ... 


. 


+ 


( n + 1 ) 2 DL -486 ( n s95 % pif ( reg of 600T ) ( B , Tech . ^ 69 ) 


1.3 


8 . 


sin d + 


sin 32 + 


sin 50+ 


. 


(L. u . 


2 


9 . 


1 


COS O 


. 


cos of 

cos 2 
cosB + cos 2B 
L 2 

cos 3 B + 


மு.வ. 


2 


cos - + -k cos ( O + B ) + 


cos ( d + 2B ) + 


மு.வ 


Ż 2 


k cos 20 


k* cos 40 


11 . 


1 + 


+ 


மு . வ . 


12 . 


cos h 20 
1 + cos hot 


cos h 30 

+ 
28 


Lo . u . 


18 . 


COS o 


cos ( d + 2B ) cos d + 4B ) 

+ 
23 

Z 5 


மு.வ. 


k2 


14. k sin at 


sin 20+ 


kks 
8 


sin 3d to 


## 


15.k cos d 


eos 80 


cos 5 + 


L. J. 


= 246 


பொறியியற் கணக்கு , 


k cos e 


16 . 


cos ( + 43 ) 


cos ( a + 23 ) + 


5 


+ 


மு . வ . 


17. sin { sin 3 + 


sin 2 sin 2B + 


sin 3d sin 38 


+ 


மு.வ , 


1 


sin i : 2d - 


1.8 . sin hd 


sill ? 3 

l 3d 


மு . வ . 


1 


... 


19 . 


cos of 


42. வ . 


ccs 3 + 


cos 5 d . 


5 


d = HT என்றால் . கூட்டல் மதிப்பு 


sin o 

- k sin ( d 


2 . 


-B -far sin ( d + 113 ) 

--- 1 + sin { c + { ?? - I } B } 
2k cos B + k 

? 


1 


Soo 


-- 


sin d - k sin ( e - B , 

2 cos 3 + k 


1 


3 sill d 

4 cos a 


1 - k cos / d 
1 - 2k cost + ke 


5 . 


5. Sila 


c 
2 
a = 2NT என்றால் , S 


- 


0 ) 


O 


- 


6 . 


1 ஒற்றை முழு எண் என்றால் கூட்டல் மதிப்பு 


11 இரட்டை முழு எண் என் பூல் கூட்டல் மதிப்பு 


= ( - 1 ) 


sinna 


7. ( 4 ) + ( 4+ " ) 


3 


8. + x என்றால் , sin 


+ 

2 


1 2 sin & 


4 . 


- 


உயர் திரிகோண கணிதம் 


* 


9. e 


cos cos B 

* cos ( cos of sins ) 
k cosB 

cos ( + ksins ) 
cos ( k sin g ) . cos I ( k cos 3 ) 


10 . 


e 


cos hdl.. cos } ( sin hid ) 


e 


13 . 


sin ( cos 3 ) cos fa ( sila B ) cds ( ct -- 3 ) 

- cos ( cosB ) sin } { sin s ) sin { d - B ) 


-- 


14 , ( அ ) k - 1 மற்றும் c . 

( ஆ ) k = - 1 மற்றும் 


+++ 


இந்த வகைகள் இல்லாத போது S 


tear 


k sind 
1 - k cos 


மேற்படி இரண்டு வகைகளின் போது 


1 


log 


( 1 + 2 csc --- 2 
11 2cos c ! -- 


- 


16. , 


2 


---- 


( sine ) 


1 * . c + -வும் , & 


மடங்காக இல்லா 
2 


-- 


விட்டால், 3 i [ * (* ) S ) 

)] 
* 19 , cos el > 3 என் முல் , -- cos ol < 0 


என்றால் , 


* 


Cas 


- 


3. ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 

( Co -ordinale Geometry ) 


தொடக்கக் கருத்துக்களின் அறிமுகம் ( Introduction of emen 

tary ideas ) 


81. x 0x, 10 என்ற இரு நேர் கோடுகள் ஒன்றையொன்று 
0 என்ற புள்ளியில் செங்குத்தாக வெட்டட்டும் . T0X என்ற 
நேர் கோட்டை -அச்சு ( x - tis ) என்றும் , 10y என்ற நேர் 
கோட்டை - அச்சு என்றும் , என்ற வெட்டும் புள்ளியை ஆதி 
( origill ) என்றும் கூறுவர் ( படம் 12 ) . 


. 


P ( x , y ) 


- 


xe 


படம் 12 . 


Ox என்ற வெக்டரின் திசை - அச்சின் நேர்த்திசை ( positive 


direction ) என்றும் , Ox என்ற 


வெக்டரின் திசை, x- அச்சின் 


பாதா + . யாபே MTNTINH : 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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எதிர்த்திசை ( negative direction ) என்றும் கூறுவர் . இதேபோல் 


0 } , O இவைகளின் திசைகளை முறையே - அச்சின் நேர் , 
எதிர்த் திசைகளாகும் . இந்த நான்கு அச்சுகளும் ஒரு தளத்தை 
{ plane ) நான்கு காற்பகுதிகளாகப் ( quadrant ) பிரிக்கின்றன . 
x0 ) , Ox , x 0 , " O.1 ஆகிய நான்கு காற்பகுதிகளை முறையே 
முதலாவது , இரண்டாவது , மூன்றாவது , நான்காவது காற்பகுதிகள் 
என அழைக்கிறோம் . 


இந்த தளத்தில் P என்ற ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . - அச்சுக்கு -- ஆக PM என்ற நேர் கோடு வரைக . 


வெக்டர் OM- ஐ -யின் -ஆயத்தொலை ( x - co - ordinate ) கிடைத் 


தூரம் அல்லது மட்டாயம் ( abscissa ) என்றும் , வெக்டர் MP- யை 
P- யின் 1 - ஆயத்தொலை ( 3 - co - ordinate ) அல்லது நிலைத் தூரம் 


( ordinate ) என்றும் கூறுவர் . OM === x , MP == } என்றால் , ( x , y ) 
இவைகளை மொத்தமாக ஆயத் தொலைகள் என்றும் கூறுவர் . 
ஆயத் தொலை ( கள் ) என் பதை இனிச் சுருக்கமாக ஆ . தொ . 
எனக் குறிப்போம் , ஆயத் தொலைகளை முதலில் x- ஆ . தொ . பின்பு 
y- ஆ . தொ . என்ற வரிசை ( order ) யில்தான் எழுதப்படவேண்டும் . 
இது மிக அவசியம் . ஒரு புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளுக்கு மதிப்பு , 
குறி இவைகள் இரண்டும் உண்டு என்பதையும் அறியவும் . 


மேற்கூறிய விளக்கத்திலிருந்து ஒரு புள்ளிக்கு ஒரே ஒரு கண 
ஆ . தொ . களும் , ஒரு கன ( set ) ஆ . தொ . களுக்குப் பொருத்த 
மாக ஒரே ஒரு புள்ளிதான் உண்டு என்று திட்டவட்டமாகத் 
தெரிகிறதல்லவா ? இனி வருவனவற்றில் , P ( x > y1 ) என்பதற்கு , 
“ x1- ஆ . தொ . - யும் , 11 - ஆ . தொ .- யும் உள்ள P என்ற புள்ளி 
என பொருள் கொள்ளவும் . 


ண்டு 


82. இரண்டு புள்ளிகளுக்கு இடையே உள்ள தூரம் 

P ( I ) , ( 22) என்பவை கொடுக்கப்பட்ட இர 
புள்ளிகள் என்போம் . -அச்சுக்கு -- ஆக PL , QM என்ற கோடு 
களையும் , QM- க்கு 1 ஆக PR என்ற கோட்டையும் வரைக . 


APQR- ல் PQ2 = PR " + RQ2 


ஆனால் , PR = 3 , -- XI , RO = } , - 1 
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பொறியியற் கணக்கு 


. 


9 


( x ,, 92 ) 


P (x ,y ) 


R 


ப 


எனவே , Pg 
ஆனால் , ( 1 , -x ) = ( 21 - 3 ; } * ; { 1 : - * == ( / :-)2 * 
PQ = = x - 3 , } + { 11-2) 

( 31- ) + - 2 


PO 


குறிப்பு : படம் ( 13 ) -ல் , P , ) என்ற புள்ளிகக மாற்றி 
எடுத்துக்கொண்டால் மேற்கண்ட 

(நேரடியாகக் 
கிடைக்கும் . 


83. PO என்ற நேர் கோட்டை உள்ளம் புதமுமாக { internally 

and externally ) : 31 * ன்ற விகிதத்தில் 
சூனை , - இவ் : 


கொடுத்துள்ள புள்ளிகள் F , -கனின் - தொ . முறையே 
( 1 , } 1 ) , ( 1 ) என்போம் . நன்றபள்ளி - வை 
1 : n என்ற உள் விகிதர் இல் வெட்டட்டும் . 


- அச்சுக்கு 

FL Oh , IN என்ற கோடுகளையும் , 
NR , MU- களுக்கு 1 ஆக PS . KT என்ற கோடுகளையும் வரைக. 
( படம் 14 ) . 

PS = x - x1 RT - 1 - ris 
S = jj - YI , TQ = v2 - ) ; 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


PSR . 


RTQ என்ற வடிவொத்த முக்கோணங் 


A 
களில் 


i 


PS 
RT 


- 


PR 
RO 


அதாவது , 


112 


TYX ; 


- 
--- 


Ix , - Ix; 


. 


-- 


( 1 + m ) 


. 


IX + 1 


! x , + f } , \ : 


4 


t 


சய ம ப , 


FC 


- 


O 


இதேபோல் 


- 


| yx + 131 ) ; 

/ - 111 . 


R ( xe, ye ) என்ற புள்ளி P ( - வை | : in 5 ன்ற புற விகிதத்தில் 
வெட்டினால் 


R : AD = | : 


-ek 


1 . 


எனவே , மேலே கண்ட சூத்திரத்தில் - க்குப் பதிலாக 
வேண்டியது . 
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பொறியியற் கணக்கு 


t ? l . ] 


= 


} } } } ) 
-1. 


குறிப்பு : ( 1 ) M என்ற புள்ளி PQ- வின் நடுப்புள்ளி என்றால் 
= 1 : 1 . 


1 : 1 


X + , 31 - "- ) ஆகும் . 


எனவே -ன் ஆ . தொ . 


( 2 ) ! : Hit என்ற விகிதத்திற்குப் பதிலாக A : 1 என்ற 
விகிதம் எடுத்துக் கொள்வோம் . அப்போது 
Ax2 +1 

A2 + 
A +1 

A - 1 
Xxx - Y1 

He 

A 


* - * 


Te 


- 


1 


3. A ( xy , J1) , B ( x2 , 12 ) , C ( xg , s ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
முக்கோணத்தின் உச்சிகள் என்றால் , அதன் ஈர்ப்பு மையம் 
( centroid ) G x1 +32 + x3_Y: + Y2 + s 

ஆகும் . 
3 


A 


GT 


M 


C 


படம் 15 . 


x , + xs } 2 + ys 
நிறுவல் : M 

என்பது BC- ன் நடுப் 

2 
புள்ளி . G என்ற புள்ளி AM- ஐ 2 : 1 என்ற உள் விகிதத்தில் 
வெட்டினால் , அந்தப் புள்ளி முக்கோணத்தின் ஈர்ப்பு மையம் 
ஆகும் . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


G- ன் ஆ . தொ . ( XG . IG ) என்றால் 


- 


+1 . X 


2 


11 + x + RS 

3 


2+ 1 


I +2+3 
இதேபோல் I s = 


+ + 


84 , முக்கோணத்தின் பாப்பு 


9 





c ( x , 93 ) 


} 


ப 


N 


படம் 16 . 


A ( x , J ) , B ( x2 , 2 ) , C ( x8 , 8 ) என்பவை 
கோணத்தின் உச்சிகள் என்போம் . 


ஒரு முக் 


x- அச்சுக்கு 1 ஆக AL , BM , CN வரைக . 


A ABC- யின் பரப்பளவு ( படம் 16 ) 


- 


சரிவகம் ( trapezium ) ABML 
+ சரிவகம் ALNC - சரிவகம் BMNC 


1 


1 


* 


பா 


( AL + BM ) . ML + 


2 


( AL + CN ) - LN 


1 
2 


( BM + CN ) . MN 
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பொறியியற் கணக்கு 


1 


1 


( 1 + 1 ) ( -x, ) -1 


( y1 --- ys ) ( xg -- xx ) 


1 


{ y , + g ) ( x3 – x , ) 


2 


மேற்கண்டவற்றைச் சுருக்கினால் 


L ABC- யின் பரப்பு , 


- 


[ x1 ( y2 - ys ) + x2 ( ys - y1 ) + x3 ( y1 - y2 ] ] 


2 


1 


z x } { 12 - ys ) 


. 


குறிப்பு : ( 1 ) 3 - வது உச்சி C ஆதி ( 0 , 0 ) -வுடன் பொருந் 
தினால் , xs = 0 = ys 


A CAB- யின் பரப்பு = 


1 
2 


들 


( x1yz -- x , y1 ) 

. 


( 2 ) மேற்கண்ட சூத்திரத்தில் வரும் பரப்பின் மதிப்புடன் 
குறியும் சேர்வதுண்டு . A. B , C என்ற புள்ளிகள் இடஞ்சுழியாக 
( anticlockwise ) இருந்தால் . அல்லது வலஞ்சுழியாக ( clockwise ) 
இருந்தால் , முக்கோணம் - ABC- யின் பரப்பு முறையே + குறி 
அல்லது - குறியுடன் வரும் 


( 3 ) A , B , C என்ற மூன்று புள்ளிகளும் ஒரே நேர்கோட்டில் 
அமைந்தால் , 

1 
- ABC- யின் பரப்பு zx ( ye - ys ) = 0 ஆகும் . 

2 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

( -3 , 2 ) , ( -7 , - 6 ) ( -3 , -8 ) என்ற புள்ளிகளால் ஒரு 
செங்கோண முக்கோணம் உண்டாகும் என்று காண்பிக்கவும் . 


கொடுத்துள்ள புள்ளிகளை A , B , C என முறையே பெயரிடு 
வோம் , 


- 


AB2 = ( -7 + 3 ) 2 + ( -6 - 2 ) 2 16 + 64 = 80 
BCP = ( -3 + 7 ) + ( -8 + 6 ) ? 16 + 4 

20 
CA2? (-3 + 3 ) -- ( -3 - 2 ) 2 = 0 + 100 = 100 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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AB ? + BC 


CAS 


--- 





A ABC ஒரு செங்கோண முக்கோணமாகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நடுப் புள்ளிகள் ( 3,4 ) , 
( 6 , 7 ) , ( 4,15 ) என்றால் அதன் உச்சிகளைக் காண்க . 


A ( 3 ) 


( 44 


M (4,15 ) 


M , (6,7) 


B (12,32) 


Cx3,93 ) 


M ,(3,4 ) 


படம் 17 . 


" 


முக்கோணத்தின் உச்சிகளை A ( Xy , 11 ) , B { x , y , ) , 
C ( xg , ys ) என்று குறிப்பிட்டால் , M. ( 3 , 4 ) , M , ( 6 , 7 ), 
M8 ( 4 , 15 ) என்பவை முறையே BC , CA , AB-களின் நடுப் புள்ளி 
கள் ஆகும் . 

Ve-|-ys 
என வே , 
2 

2 


அதாவது , 


- 


6 ... ( 1 ) 


2 + 13 


* 
- 


8 | 


( 2 ) 


இதுபோன்றே xs + x1 


-- 
K 


+ 


14 


( 4 ) 


- 


= 


8 


( 5 ) ; 


2 


1 +2 


30 


. ( 6 ) 


( 1 ) , ( 3 ) , ( 5 ) இவைகளைக் கூட்டினால் , 

2 ( 1 + x +38 ) 25 


13 


s 


( 7 ) 


7 


அல்லது 1 + 2 -- 3 
( 7 ) - ( 1 ) ; 

- 
( 7 ) - { 3 ) ; 
( 7 ) - ( 5 ) ; 

X8 


5 


..6 


12 


பயபடி x :, 11 களில் சார்புச் 
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பொறியியற் கணக்கு 
( 2 ) + ( 4 ) + ( 6 ) ; 11 + 1 : + Is 26 

( 8 ) - ( 2 ) ; 
( 8 ) - ( 4 ) ; 

12 
( 8 ) - ( 6 ) ; 

4 
எனவே உச்சிகள் A ( 7 , 14 ) , B ( 1 , 12 ) , C (5. - 4 ) 
ஆகும் . 
85. நியமப்பாதையின் சமன்பாடு ( Equation to a locus ) 

ஆயத்தொலை வடிவ கணிதத்தில் , ஒரு புள்ளி P ( x , } ) -யின் 
நியமப்பாதை , அந்தப் புள்ளியின் ஆ . தொ .. , -களின் சார்புச் 
சமன்பாடாக எழுதப்படுகிறது . ( equation of functions of 
co - ordinates ) . f ( x , } ) = 0 என்பது ஒரு நியமப் பாதையின் 
( சார்புச் ) சமன்பாடு என்றால் , அந்த நியமப்பாதையில் உள்ள எந்த 
ஒரு புள்ளியின் ஆ . தொ . - களும் அந்த சமன்பாட்டைச் 

சமன 
டையச் செய்யும் . ஆனால் அந்த நியமப்பாதையின்மேல் இல்லாத 
புள்ளியின் 

ஆ . தொ . அந்த சமன்பாட்டைச் சமனடையச் 
செய்யாது . 
86. நியமப் பாதையின் சார்புச் சமன்பாடு காணும் முறை 

( 1 ) நியமப் பாதையின் மேல் உள்ள மாதிரிப் புள்ளியாக 
P ( xy , y1 ) என்ற புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க . 

( 2 ) அந்தப் புள்ளி நகரும் நியமம் என்ன என்பதை எடுத்து 
எழுதுக . 

( 3 ) அந்த நியமத்தைப் பயன்படுத்தி -க்கும் , y1- க்கும் 
தொடர்பு உண்டாக்கும் ஒரு சமன்பாடு காண வேண்டும் . 

( 4 ) இந்த மாதிரிப் புள்ளி P ( x1 , } 1 )-யின் ( சார்புச் ) சமன் 
பாடு கிடைத்த பிறகு , அந்த நியமப்பாதையின் எல்லாப் புள்ளி 
களுக்கும் பொருந்துமாறு சமன்பாடு அடைவதற்கு , - க்குப் 
பதிலாக x- ஐயும் , 11 - க்குப் பதிலாக y- ஐயும் 

பிரதியிடல் 
சமன்பாடு கிடைத்த பிறகு அதில் வரும் கீழ்க்குறி 

வரும் கீழ்க்குறி ( suffix ) 1 ஐ 
நீக்கிவிட்டால் போதும் . நாம் விரும்பிய நியமப் பாதையின் 
( சார்புச் ) சமன்பாடு கிடைத்துவிடும் . 


| 


- 
ப 


XI 


- 
- 


.. 


* Rene De Charte என்ற பிரெஞ்சு , கலனித மேதை ஆயத்தோலை 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

- அச்சிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தூரம் , - அச்சிலிருந்து அதே 
புள்ளியின் தூரத்தைக் காட்டிலும் 3 மடங்காக 

இருக்கிறது . 
அந்தப் புள்ளியின் நியமப்பாதை யாது 

2 
அந்தப் புள்ளி P ( xx , yi ) என்போம் . 

X- அச்சிலிருந்து P- யின் தூரம் = 1 | 
] - அச்சிலிருந்து அதன் தூரம் 
கணக்கின்படி 

3y | 
- யின் நியமப்பாதை ( கீழ்க்குறி 1 - ஐ நீக்கிய பின்பு ) 

( இது ஒரு நேர்கோடு என்று பின்பு காண்போம் ) . 
மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

A ( a , 0 ) , B { 0 , b ) என்பவை இரு நிலையான புள்ளிகள் ( fixed 
points ) . - P என்ற புள்ளி PA : PB === 1 : 2 என்று இருக்கும்படி 
நகர்ந்தால் , P-யின் நியமப்பாதை யாது ? 

P- யின் ஆ . தொ , ( xy , y ) என் போம் . 
PA ? ( x 1 -- a ) --- ( / - ()) 

24xy + a 
PB2 ( x ) - ( 2 -- ( j ! 

200 + 
PA : PB = 1 : 2 
அதாவது 4 { x } = + ! " - 21 : + & - } == 3 , = +1 = - 2/11 + be 

3 ( x + y ) - Sax --- 21 + 4 * 
. P- யின் நியமப் பாதை 
3 ( x2 + y ) - 8ax ---- 253 .--- 4 -- - = 0 . 
( இது ஒரு வட்டம் என்று பின்பு காண்போம் ). 

துருவ ஆயத்தொலைகள் ( Falar co - ordinates 
இதுவரை நாம் பார்த்த ஆயத்தொலைகளைக் கார்சியன் 
ஆயத்தொலைகள் ( cartesian co - ordinates ) என்று கூறுவர் * 
இதைத் தவிர துருவ ஆயத்தொலைகள் (polar co - ordinates ) என்ற 
வேறொரு முறையாலும் ஒரு புள்ளியைக் குறிப்பிடலாம் . 

: 
கணிதத்தைக் கண்டுபிடித்தவர், 

பொ , க .-- 17 


--- 


---- 


பா 


86 . 
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0x என்ற ஒரு நிலையான நேர்கோட்டை எடுத்துக்கொள்க , 
இதற்கு முதல்கோடு ( initial line ) என்று பெயர் . 0 என்ற 
புள்ளிக்கு துருவம் அல்லது முனைவு ( pole ) என்று பெயர் . 


P என்பது ஏதேனும் ஒரு புள்ளி என்றால் , OP = r என்போம் 


- 


xOP 9 என்போம் G- வைக் காண Ox- லிருந்து இடஞ்சுழியாக 
OP வரை சுழற்றவேண்டும் . ) 


PE , 9 ) 


XX 


( துருவம் ) 


முதல்கோடு 


படம் 18 . 


( r , 9) என்ற இந்த வரிசையில் எழுதப்பட்ட கணியங்களைத் 
துருவ ஆயத்தொலைகள் என்பர் . 

F- ஐ ஆரவெக்டர் ( radius 
vector ) என்றும் , 9 - வை வெக்டர் கோணம் ( vectorial angle ) 
என்றும் அழைப்பது வழக்கம் ( படம் 18 ) . 


குறிப்பு : இந்த துருவ ஆ . தொ . முறையில் ஒரு புள்ளியை 
ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட விதங்களில் குறிக்கலாம் . உதாரணமாக , 
படம் 6 - ல் உள்ள P என்ற புள்ளியை ( r , a ) என்ற துருவ 
ஆ . தொ . களால் மட்டும் அல்லாமல் , ( - 7 , 9 - T ) என்ற துருவ 
ஆ . தொ . களாலும் குறிக்கலாம் . ) 


87. கார்டீசியன் ஆயத்தொலைகளுக்கும் துருவ ஆயத்தொலை 

களுக்கும் உள்ள தொடர்பு 

படம் 19- ல் 0x என்பது x- அச்சாகவும் அதே சமயத்தில் 
அதை முதல் கோடாகவும் கொள்க . 0 என்பது ஆதியாகவும் , 
துருவமாகவும் இருக்கட்டும் . 


P என்ற ஏதேனும் ஒரு புள்ளியின் கார்டீசியன் 

ஆ . தொ . 
( x , y ) என்றும் , துருவ ஆ . தொ . (r , G ) என்றும் இருக்கட்டும் . 
படத்திலிருந்து 
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OM 
OP 


* Sing 


cos 


y 


-- 


MP 
OP 


= r cose. y == r sino 


என்பதும் . 


-2 


x + y " , tang 


என்பதும் வெளிப்படை . இவைகள் 

மேற்படி இரு முறைகளை 
இணைக்கும் தொடர்புகள் ஆகும் . 


y- அச்சு 


P ( x , y ) 

(1,9 ) 


9 


0 ஆதி 


XI 


> 1 - அச்சு 
முதல் கோடு 


துருவம் 


படம் 19 : 


58. ஆதியை மாற்றுதல் ( change of origin ) 
Ox , 0y என்பவை பழைய அச்சுகள் என்போம் . 

ஆதி 
0 - வை , 01 ( x ) , y1 )-க்கு மாற்றி அமைக்கும்போது , 01 X ; 0 Y 
என்ற புதிய அச்சுகள் பழைய அச்சுகளுக்கு இணையாக இருக் 
கட்டும் . தளத்தில் உள்ள P என்ற ஏதேனும் ஒரு புள்ளியின் , 
பழைய அச்சுகளைச் குறித்து ஆ . தொ . ( x , y ) என்றும் புதிய 
அச்சுகளைக் குறித்து ஆ . தொ . ( X , Y ) என்றும் இருக்கட்டும் 
{ படம் 20 ) . 


படத்திலிருந்து 


y = YF Y ) 


பொறியியற் கணக்கு 


P ( x , y ) 
1 ( x , y ) 


y 


y 


O 


- 


படம் 20 . 


என்று தெளிவாகிறது . இதில் வரும் ( X , Y ) ஆ . தொ.களை நடப்பு 
ஆ . தொ . ( current co - ordinates ) என்று கூறுவர் . மேலே கண்ட 
தொடர்புகளை நினைவில் கொள்ளுவது அவசியம் . 


மேற்கண்ட முடிவுகள் , P எந்த காற்பகுதியில் இருந்தாலும் 
பொருந்தும் , 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 
( i ) x2 - 1 

( ii ) y 4ux 
சமன்பாடுகளைத் துருவ சமன்பாடுகளாக மாற்றுக . 


- 


கார்டீசியன் 


என்ற 


( i ) x = 3 cos e y = y sin 9 


r- cos29 - 12 sin ? a 


a2 


அதாவது r cos 28 = a2 

( ii ) * sing = 4a - r cos G 


.. r sing = 4a.cose 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 

r = a cosa + b sin G என்ற துருவ சமன்பாட்டை கார்ட 
சியன் சமன்பாடாக மாற்றுக . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


. 


COS 


sin 


- 


- 


+ 5 . 


. 


12 = tlx + by 


- 


அதாவது 12 + y " 


[IN + by 


மாதிரிக் கணக்கு 7 . 

ஆதியை ( 3 , 
+ 2gx + 2f + c 
அடையும் ? 


5 ) என்ற புள்ளிக்கு மாற்றினால் x + y 

என்ற சமன்பாடு எவ்வித மாறுதல் 


- 


(Y , Y ) நடப்பு ஆ . தொ . என்போம் . 


3 - X , y 


5 + Y 


( 3 - X ) + ( - 5+ Y ) + 23 ( 3 - X ) 

+ 2f ( - 5 + Y ) + c = 0 


அதாவது X 2 + Y ? + 2gX + 2fY + 6X = 10Y ) 

+ 9 + 25 + 6g - 10f + c = 0 
அதாவது .X 2 + Y " + 2 ( s + 3 ) .X + 2 ( f - 5 ) Y 

+ 6g - 10f + c + 34 = 0 


பயிற்சி 1 . 


1. , கீழ்க்கண்ட புள்ளிகளை இணைக்கும் நேர்கோட்டின் நீளங் 
களைக் கணக்கிடுக . 

( அ ) ( 1,0 ) , ( 0,1 ) ( ஆ ) ( 3,1 ) , ( -5 , - 3 ) 
( இ ) ( at ) , 2aty ) , ( at , 2 , 2at , ) 


( * ) (at ). ( als , , ) 


( உ ) a coss , b sin 6 ) , ( a cosp , b sin p ) 


2. ( 4.1 ) , ( 3 ,. ) . (0, - 7 ) 


என்ற புள்ளிகள் 


ஒரு நேர்கோட்டில் அமைந்துள்ளன என்று காண்பிக்கவும் .. 
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ஒரு இணைகரத்தின் மூன்று உச்சிகள் ( - 5 , 12 ) ,. 
( -2 , -3 ) , ( 9 , - 10 ) என்றால் நான்காவது உச்சி எது 


4 . 

ஒரு முக்கோணத்தின் மூன்று உச்சிகளின் ஆ . தொ . 
( xl , y1 ) , ( x2 , ya ) , ( xg , ys ) , மற்றும் அவ்வுச்சிகளின் எதிர்ப் 
பக்கங்கள் முறையே a , b , c என்றால் அந்த முக்கோணத்தின் 
உள் மையத்தின் ஆ . தொ . காண்க . 


5. { 

( 2.1 ) , ( 8,25 ) , ( 21,9 ) ஆகிய புள்ளிகளை 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் உள் மையம் , ஈர்ப்பு மையம் , 
பரப்பு ஆகியவற்றைக் காண்க. 


6 . கீழ்வரும் புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோ 
ணத்தின் பரப்பு காண்க . 


( அ ) 


(-. 1 ) : ( k. - ) . ( c . :) 


( ஆ ) ( at : 2 , 2at } ) , ( at , * , 2at , ) ( ats , 2ats ) 

( 2. -5 ) , { 4 , - 1 ) , ( -4 , - 2 ) 


7. பின்வரும் புள்ளிகள் ஒரு நாற்கரத்தின் உச்சிகளைக் குறிக் 
கின்றன . அந்த நாற்கரத்தின் பரப்பைக் காண்க . 


( அ ) ( 1 , 1 ) , ( 4 , 3 ) , ( - 2 , 5 ) . ( -7 , 4 ) 
( ஆ ) ( -1 , 6 ) , ( -3 , -9 ) , ( 3 , 9 ) , ( 5 , -8 ) 


8. A ( 2 , 3 ) , B ( -3 , 4 ) , என்பவை இரு நிலைப் புள்ளிகள் .. 
P. என்ற புள்ளி | ABP- யின் பரப்பு 8.5 ச . அலகு இருக்கும்படி 
நகர்ந்தால் P- யின் நியமப்பாதை x + 5y - 34 == ) 
நிறுவுக . 


என்று 


9. 9 - வின் மதிப்பு மாறும்போது ( a cosg, h sina ) என்ற 


2 


புள்ளியின் நியமப்பாதை 


x2 
a ) 


+ 


= 1 என நிறுவுகள் 


52 ) 


10. A ( 4 , 0 ) , B ( -4 , 0 ) என்பவை நிலைப் புள்ளிகள் . 
P என்ற புள்ளி AP + PB = 16 என இருக்குமாறு நகர்ந்தால் , 
அதன் நியமப்பாதை யாது ? 


fi . ஒரு முக்கோணத்தின் பரிதி ( perimeter ) 20 அலகு அதன் 
இரு உச்சிகள் ( 2 , -3 ) , ( 2 , 3 ) . மூன்றாவது உச்சியின் நியமப் 
பாதை யாது , 

( B. E. 72 ) , 


பா 
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12. கீழ்வரும் கார்டீசியன் சமன்பாடுகளைத் துருவ சமன்பாடு 
களாக மாற்றுக : 
( அ ) y = mx + 

( ஆ ) x2 + y : 
( இ ) x + y 


- 4 
-- 


* 


Saxy 


13. பின் வரும் துருவ சமன்பாடுகளை கார்டீசியன் சமன்பாடு 
களாக மாற்றியமைக்கவும் . 


a ( ஆ ) 


பட 


TSin2 


( இ ) r cos 29 


2usine 


14. பின் வரும் புள்ளியின் ஆ . தொலைகளில் -ன் மதிப்பு 
மாறும் போது , அப் புள்ளியின் நியமப்பாதை காண்க . 


( அ ) ( at , 2at) 


(c . 2 ) 


( இ ) a cost, a sint ) 


( ஈ ) ( a cos * t , a sin + t ) 


விடைகள் 


1. ( அ ) 12 


( ஆ ) 4 V5 


2 


i ) V4 + (t + 1 ) 


( இ ) a ( t1 


ப 


, 2 


( உ ) 2 sin 


( * ) -( - ) < 1 + f " , 

( " , 
MA 


(using 


+ - hecos2 


( ° 
2 ) 


- 


ay + by , + cys 


3. ( 6 , 5 ) ( 4 ) 


ம் + bx , + Cxy 
( ++ 


31 


35 


உள் மையம் 


( 11, 


3 ). 


ஈர்ப்பு மையம் 


3 ). 


2 


பரப்பு 268 ச . அலகு . 

( b -- c ) ( c -- a ) (a -- b ) 
6 . ( அ ) 

2abc 
( ஆ ) a * (1 -- ta ) (l , ls ) ( ts - 1 ) 


15 ச , அலகு . 





பொறியியற் கணக்கு 


7. ( அ ) 


ச . அலகு 


( ஆ ) 96 ச . அலகு 


2 ) 2 


10. 3.x2 + 4 


1 


--- 


+ 

49 


12. ( அ ) r sins = fpx cosG + c ( ஆ ) 

( இ ) / ( cos 9 + sins ) == 30 sing cos D 


2 


- 


a ( 2 + y ) 


13. ( அ ) x + - 
( ஆ ) ( 2x * + 2y " -- ax ) 2 

2ay 
14. ( அ ) - 

-- 


-- 
- 


-- 


+ ) 


- 


( ஈ ) Vx + v y = Va 


துணை அதிகாரம் 2 . 
நேர்கோடு 


89 . கொடுத்த இரு புள்ளிகளில் ஒன்றிலிருந்து மற்றொன்றுக்குச் 
செல்லும் மிகச் சுருங்கிய பாதைக்கு ( shortest distance ) நேர்கோடு 
என்று பெயர் . 
89.1 . சரிவு அல்லது சாய்வு விகிதம் ( slope or gradient ) 


A 


A 


படம் 21 (a ) 


படம் 21 ( b ) 





படம் 21 ( c ) 
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AB என்ற நேர்கோடு x- ஆச்சை. 4 - யில் வெட்டட்டும் Ax- ஐ 
இடஞ்சுழியாக ( in the anliclockwise sense ) 0 கோணம் வரை 
சுழற்றினால் AB- யுடன் பொருந்தும் என்போம் . tang என்ற 
( அலகில்லாத ) எண்ணுக்கு சரிவு அல்லது சாய்வு விகிதம் என்று 
பெயர் . 


படங்கள் 

21 ( 1 ) 21 ( b ) , 21 ( c ) ஆகியவற்றிலிருந்து 
-வின் மதிப்பு 0 முதல் 360 வரை மாறலாம் என்றும் , அதனால் 
tan 9 ( அதாவது ) சரிவின் மதிப்பு -- - முதல் --- வரை மாற 
லாம் என்றும் அறிகிறோம் . 


-- 


- 


0 என்றால் . - அச்சைக் குறிக்கும் . 


- 


என்றால் , - அச்சைக் குறிக்கும் சரிவுகள் 
முறையே 0 , 0 ஆகும் . 


என்ற எழுத் 

சரிவு 


பொதுவாக ஒரு நேர்கோட்டின் சரிவை 

குறிப்பது வழக்க்கம் . அதாவது ,, 
அல்லது சாய்வு விகிதம் . 


M 


- 


தால் 


-- தூரத்தில் 


வெட்டு 


810. சரிவு 112- ஆகவும் , ) - அச்சை 
வதாகவும் உள்ள நேர்கோடு , 


து 


P (x , y) 


y 


. 


M 


படம் 22 . 


P ( N , I ) என்ற புள்ளி மேற்படி நேர்கோட்டில் அமைந்த 
ஏதேனும் ஒரு புன்னி என்போம்... அந்தக் கோடு 

. -அச்சை 


பொறியியற் கணக்கு 


A- யில் G கோணத்தில் வெட்டட்டும் . x-- அச்சுக்கு 1 ஆக PM , 
MP- க்கு 1 ஆக CL வரைக . 


C 


-- 


LP 


- 


* 


C , CL 


C , tana 


-- 


y 


C 


- 


17 


tane 


Y 


-- -- 


அதாவது 


mix - C. 


குறிப்பு : 1. y- அச்சை வெட்டும் தூரத்தை , y- வெட்டுத் 
துண்டு ( y intercept ) என்றும் கூறுவர் . 


2 . ஒரு நேர்கோடு ஆதி ( 0 , 0 ) வழியாகச் சென்றால் 
c = 0 ஆகும் .. எனவே ஆதி வழியாகச் 

வழியாகச் செல்லும் நேர் கோடு 
y = mx ஆகும் .. 


11. கொடுத்துள்ள புள்ளி A ( x , y ) வழியாகச் செல்லும் சரிவு: 
* m உடைய நேர் கோடு . 


y 


PAN 


A.,9 .) 


- - - - - 


R 


| 


பு 


- 


ப 


படம் 23 . 


P ( x , y ) என்ற ஏதாவது ஒரு புள்ளி கொடுத்த நேர்கோட்டில் 
இருக்கட்டும் . x- அச்சுக்கு ... ஆக AL , PM , MP க்கு 1 ஆக AR , 
வரைக . 


A 
RAP = 9 என்றால் n = tan s 


AR ; = x -- xt > RP . == y - Y 
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- 


1 


y1 


- 


tan o 


-- 


- 


அதாவது , y - y = x ( x - x ; } 


( 
1 
) 


-- 


துணை முடிவு : 


AP = r என்றால் , 


-- 


VI 


த 


sing . 


- 


cos 0 


- 


கா 


x - X1 
cos 


( 2 ) 


TN 


sin o 


குறிப்பு : 1. - அச்சுக்கு இணையான ( parallel ) ஒரு கோடு 
--அச்சை c தூரத்தில் வெட்டினால் . அதன் சரிவு m == 0. மேலும் 
அது ( 0 , c ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லுகிறது . 

எனவே 
அதன் சமன்பாடு y 

0 ( x ---- ( ) ) . 


-- 


பாக 


அதாவது } = ! " 


2 . 


x- அச்சின் சமன்பாடு y = : 17 


பார் 


3. ப- அச்சுக்கு கணயான 

கோடு , X- அச்சை 
தூரத்தில் வெட்டினால் , அதன் சரிவு 13 மேலும் அது ( k , 0 ) 
என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்கிறது . சமன்பாடு ( 1 )-ஐச் சிறிது 
மாற்றி எழுதினால் , 


1 


Y 


{ y - y ) 


- 


k , N 


Wர் 


ட் 


இங்கே 1 

x - k = 0 ( ) - (0 ) 


அதாவது 3 


k 


- அச்சின். சமன்பாடு 


B . 


$ 12 . கொடுத்துள்ள இரு புள்ளிகள் 4 x > Y ] } , B ( x2 * ya > 
- வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 

கொடுத்துள்ள நேர் கோட்டின் மேல் P ( x , V ) என்பது 
ஏதாவது ஒரு புள்ளி என்போம் . x- அச்சுக்கு -- ஆக AL , B.M ) 
PN வரைக . மேலும் , AL , PN இவைகளுக்கு ஆக AR , B.S 


13 


* 


( 1 )-ஐயும் ஒப்பிட்டால் , 

பொறியியற் கணக்கு 
AR = x - 3:) , RP = 

1 
BS 1 

PC, y) 

R 
B6X2,4 ) 
S 

X 
O M 

N 
A ARP ,, A BSA வடிவொத்த முக்கோணங்கள் 

RP SA 
AR BS 

11 1 - 72 
அதாவது , 

( 1 ) 
* 1 - 2 
படம் ( 12 ) -ல் A , B களின் இடங்களை மாற்றி எடுத்துக் 
கொண்டால் , 

( 2 ) 
என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும் . 

இதிலிருந்து ( 1 )-ம் , ( 2 ) -ம் , ஒன்றே ஆகும் என்பது தெளி 
வாகிறது . ( இவைகளைச் சுருக்கிப் 

வைகளைச் சுருக்கிப் பார்த்தாலும் உண்மை தெரிய 
வரும் . ), 

குறிப்பு : சமன் பாடு ( 1 ) - ஐயும் , $ 11 - ல் உள்ள சமன்பாடு 


- 


என்பது புலனாகும் . 


* 1 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


அதாவது , இரு புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டின் சரிவு . 

} - ஆ . தொ . வித்தியாசம் 
x - ஆ . தொ . வித்தியாசம் 


- அச்சை 


6 தூரத்திலும் 


$ 13 . x- அச்சை a தூரத்திலும் , 

வெட்டும் நேர்கோடு 


-->as 


B [oL ) 


P ( x , y ) 


- 


O 


M 


Ala , 0 ) 


படம் 25 . 


P { x, y ) என்ற புள்ளி மேற்படி நேர்கோட்டில் இருக்கட்டும் . 
- அச்சுக்கு ஆக PM வரைக 


- 


A AMP , AAOB ஆகிய வடிவொத்த முக்கோணங்களில் 


MA 


OB 


( 


அதாவது 


- 





1 


e 


14 ஆதியிலிருந்து கொடுத்துள்ள நேர்கோட்டிற்கு 
-ஆக உள்ள செங்கோட்டின் நீளம் p . அந்த செங்கோடு 
X- அச்சிலிருந்து கோணத்தில் உள்ளது என்றால் , அந்த 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு காணல் 
AB கொடுத்த நேர்கோடு , ON அதன் செங்கோடு என்போம் . 

Ô 
AON d . ON L AB . 


A 
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y 


B 


go 


a 


X 


படம் 26 . 


செங்கோண முக்கோணம் / AON- ல் 


ON 
OB 


COSA 


OA 


COS I 


ON 
மேலும் 

OB 


OB 


--- 


- 


cos ( 90 ) 


-- 
--- 


-- 


sind . 


AB- யின் சமன்பாடு 


1 


( 13 ) 


OA 


OB 


} 
+ 

p /sin a 


1 


picos d 


அதாவது , x cos ol + y sin od 


P 


( normal form 


இந்த சமன்பாட்டை * * செங்கோட்டு வடிவம் 
of the equation of a st . line ) என்பர் . 


ஒரு நேர்கோட்டின் பொது வடிவம் ( general form of the 
cquation of a st . line ) 


இதுவரை ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை 5 வடிவங்களில் 
எழுதலாம் என்று பார்த்தோம் . அவைகள் எல்லாம் -லும் , 
y- லும் ஒருபடிச் சமன்பாடு என்பது தெளிவு . எனவே , ஒரு நேர் 
கோட்டின் சமன்பாட்டின் பொது 

(ax + by + c = 0 


வடிவம் . 


ஆகும் . 


- 
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மறுதலையாக ( conversely ) ax + by + 

+ + c 0 என்ற வடிவத் 
தில் அமைந்த எந்த ஒருபடிச் சமன்பாடும் ஒரு நேர் கோட்டையே 
குறிக்கும் . இதன் நிறுவலை ஒரு பயிற்சியாக மாணவர்களுக்கு 
விடப்பட்டுள்ளது . 


C 


-- 


என மாற்றி எழுதினால் சரிவு 


b 


என்றும் பெறப்படும் . 


- 


என்றும் , y--வெட்டுத் துண்டு 


h 


1 


என 


மாற்றி எழுதினால் 


-டா . 


ஆனால் , 


- cla 


clb 


C 


- 
-யந்து 


p- வெட்டுத் துண்டு 


+ 


- 


ந 


* - வெட்டுத் துண்டு 
என்றும் அறியலாம் . 


8 16. இரண்டு கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளி ( Point of interse 

ction of 2 st . lines ) 


ax + by + c = 0 


a x + b y + c = ( ) 


என்ற இரு கோடுகள் ( x1 , yi ) என்ற புள்ளியில் வெட்டினால் , 


ax --- bxy + { = 0 


( 1 ) 


a s hy + c 


0 


( 2 ) 


-0 . 


( x 1 , y ) காண்பதற்கு ( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண 
வேண்டும் . அதற்கு குறுக்குப் பெருக்கல் முறையைக் ( rule of 
cross multiplication ) கையாள்வது எளிது . 


1 


கங்கா 


he s = a 


ab - as 


எனவே வெட்டுப் புள்ளியின் ஆ . தொ . 


ca 


bc - b c cal 
ab abab 


ஆகும் . 


a b 
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17 . இரண்டு கோடுக இருக்கு 

இடையில் 

அமைந்த 
கோணம் ( Acure angle between two St. lines ) , 


ப 


9 . 


படம் 27 . 


கொடுத்துள்ள இரு நேர்கோடுகள் PA , PB என்போம் . 
அவைகளின் சமன்பாடுகள் y = mix + c ) 


y = max + ( என்போம் , 


அவைகள் -யில் என்ற குறுங்கோணத்தில் வெட்டிக்கொண்டு 
- அச்சை முறையே A , B- களில் 

0 கோணங்களில் 
வெட்டட்டும் . 


படம் 27 - லிருந்து - 


01 - 02 


tanga 


- 


tan 


= tan ( 8 ) 


6. ) 


பாபர் 
- 


tan 8 , 
1+ tana tana 


( 1921 


tan 91 , 11 


- 


-க்க 
பாய 


tart 92 ) 


1 + im me 


என்பது குறுங்கோணம் ஆகையால் tan p , + மதிப்புடையது . 


-- 


tan - 1 


1 + my r . 


குறிப்பு : PA , PB இவைகளிக்கிடையே உள்ள விரிகோணம் 


: 





1 


துணை முடிவு ( 2 ) 
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துணை முடிவ 

முடிவு ( 1 ) 
PA , PE இணைகோடுகள் என்றால் = 0 tinc¢ = 0 . 
எனவே , இரண்டு கோடுகள் இணை ாவதற்கான நிபந்தனை , 
அவைகளின் சரிகைக்க சமம் ஆகும் . 
துணை முடி ( 2 ) 
PA , PA செங்குத்துக்கோடுகள் என்றால் , - 

tall p == tan 90 == 
அதாவது , 
எனவே இரண்டு கோடுகள் செங்குத்த ஆவதற்கான நிபந்தனை 
அவைகளின் சங்வுகளின் பெருக்கம் 1 ஆகும் , 
துணைமுடிவு ( 3 ) 

TX --- by + c == 6 
மற்றும் y 0 என்ற கோடுகள் இணை கோடு 
கள் என்றால் , 

b ) 
அதாவது , 

5 
அந்த கோடுகள் செங்குத்துக் கோடுகள் என்றால் , 

1 
5 

அதாவது , aa - + bb = 7 
துணைமுடிவு ( 3 )-லிருந்து x + by -- c == 0 என்ற கோட் 
டிற்கு இணைகோடு axy + by = A ஆகும் . 

( A- என்பது -யிலிருந்து மாறுபட்டது . 
ax + by + = 0 என்ற கோட்டிற்கு செங்குத்துக்கோடு 
க x ( ஆகும் 

( என்பது யிலிருந்து மாறுபட்டது 
க , பொ 


* 


- 


- 


- 


பொறியியற கணக்கு 


518. கொடுத்துள்ள இரு நேர் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 
கொடுத்துள்ள இரண்டு கோடுகள் 

L = ax -- y + c 
[ = x + by + c = 0 பான் போம் . 


- 


L + AI = ax + by++ X ( + b + ) = 0 ... ( A ) 
என்ற சமன்பாட்டை ஆராய்வோம் . 


L 


- 


டினால் 


0 - வும் , L = 0 - வும் ( 2 : 1 ) என்ற புள்ளியில் வெட் 
L1 = x -- y + c == ) 
L ] = : + D y + c : 


ஃ - எந்த மதிப்புடைய மாறிலி ஆனாலும் 

L : + AL 


இதிலிருந்து ( 31 என்ற புள்ளி என்பதன் மேல் உள்ளது . 


L - AI = 0 


ஆனால் L + AL = { a + Au ) x -- ( ம் + A5 ) / + c + Ac ) = 1 
என்பது ஒருபடிச் சமன்பாடு ஆகையால் , இது ஒரு நேர்கோட் 
டைக் குறிக்கும் . 


எனவே .L = 0. L = ( ) என்ற இரு கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 

1-- AL = 0 ஆகும் . 


519-1 . கொடுத்துள்ள ஒரு கோட்டிற்கு ஆதியிலிருந்து வரையப் 

பட்ட செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் ( Length of the per 
pendicular from the origin 017.a given line ) 


( 1 ) 


கொடுத்த நேர்கோடு UX + by + c = 0 
என்போம் . 

( படம் ( 26 ) -ஐப் பார்க்கவும் ) 


இதை x cosJ + y sinc = y 


( 2 ) 


p- யின் மதிப்பு நாம் 


என்ற வடிவத்தில் மாற்றியமைத்தால் 
விரும்பிய செங்குத்துத் தூரத்தைத் தரும் . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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அதாவது ( 1 ) -ம் ( 2 ) -ம் ஒரே கோட்டைக் 

குறிக்கின்றன 
என் போம் . அப்போது ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணகங்கள் 
விகித சமத்தில் இருக்கும் . 


sin a 


1 
va " + b 


- 


P 


+2 


ஆனால் ஆதியிலிருந்து எந்த ஒரு நேர்கோட்டிற்கும் வரையப்பட்ட 
செங்குத்துத்தூரம் நேர்க்குறியுடையதாகக் கொள்வது மரபு . எனவே 
ax + by + c = 0 என்ற சமன்பாட்டில் நேர்க்குறியுடையதாக 
மாற்றி எழுதிக்கொள்ள வேண்டும் . மேலும் + va + z ? என்றும் 
எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் . 


செங்குத்துத் தூரம் 


OM = 


{ ! - + h ? 


$ 19.2 கொடுத்துள்ள நேர்கோட்டிற்கு P ( xy , y ) என்ற 
புள்ளியிலிருந்து வரையப்பட்ட செய்குத்துத் தூரம் . 

y 


N 


ப 


go 


-- 


- 


P ( x ,, 4 ) 


XX 


0 


படம் 28 .. 


கொடுத்துள்ள நேர்கோடு Ax + by + c = 0 

( 1 ) 
என் போம் . ( C- யின் 

மதிப்பு -+ என்று வைத்துக் கொள்ளப் 
படுகிறது .) 
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ஆதியை P ( x + 1 ) -க்கு மாற்றி , { X , X };-- டை 
ஆ . தொ , களாகக் கொண்டா 


--- 


இதனால் சமன்பாடு ( 1 ) , பின்வரும் வடிவம் பெறும் 

a ( x + X ) --- , -- Y ) + = 10 


- 


அதாவது a + Y + k 


0.3 


15 


இங்கே / = ax ! - | - by : + : 


.. 


-- 


தத 


P யிலிருந்து ( 1 ) -க்குள்ள செங்குத்துத் தூரம் 

புதிய ஆதியிலிருந்து ( 2 )-க்குள்ள செங்குத்துத் தூரம் 


. 


PN 


F 


ப 


1 


--- 


* +2 


LIX1 -- by1 -- 2 

a2 + : 


P- யிலிருந்து செங்குத்துத் தூரம் 


ax + by + 

2 + ம் . 


** 


முக்கிய குறிப்பு 

L = ax + by + c == 0 என்ற சமன்பாட்டில் நேர்க்குறி ( + - ) 
டைத்தாக இருக்கட்டும் . 


ஆதியிலிருந்து L 


- 


- க்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் 


OM " 


- 


T - தேர்க்குறியுடையது . 


P (xy ) என்ற புள்ளியும் ஆதியும் / 


0 என்ற கோட் 


டிற்கு ஒரே புறத்தில் அமைந்தால் 


* PN-உடைய 


திசையும் 


OM-உடைய திசையும் ஒன்றாதலால் PN நேர்க்குறியுடையது . 


அதாவது PN 


( axi - by ) 

Va* -- 2 


--ஆடத் தொட்ட வடிவ கணிதம் 
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ஆனால் ஈ - யும் ஆதியும் ! 


என்ற கோட்டிற்கு எதிர்ப்புறங் 


களில் அமைந்தால் , PN உடைய திசையும் (OM உடைய திசையும் 
மாறுபடும் . ஆதலால் PN எதிர்க்குறியுடையது . 


( a + by --- 


மேலே கண்ட குறிப்பிலிருந்து " என்ற புள்ளியும் ஆதியும் 
L = 0 என்ற நேர்கோட்டின் ஒரே புறத்தில் அல்லது எதிர்ப் 
புறங்களில் அமைந்துள்ளன என எளிதில் அறியலாம் . 


P- யும் ஆதியும் ! 
களில் அமைந்தால் 


ஒரே புறத்தில் அல்லது எதிர்ப்புறங் 


முறையே PM நேர்க்குறி அல்லது எதிர்க்குறி உடையது 


அதாவது முறையே UN + - நேர்க்குறி அல்லது எதிர்க்குறி 
டையது 


அதாவது முறையே 1 , < 0 . 


உதாரணமாக 5x - 7p .-- 19 = 0 என்ற நேர்கோட்டின் எந்தப் 
பக்கத்தில் { 4 , -3 ) என்ற புள்ளி அமைந்து இருக்கிறதென்ற 
காணவேண்டினால் . முதலில் கொடுத்த நேர்கோட்டுச் சமன் 
பாட்டைப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதுக . 


L 


- 


57 + 19 


O 


I 


22 < 0 


3 என்றால் 

5 { 4 ) + 7 { --- 3 ) + - 19 
ஆதியும் ( 4 , 3 ) என்ற புள்ளியும் 
அமைந்துள்ளன 


எதிர்ப்பக்கங்களில் 


H 


- 


ஆனால்.. == 

4 என்றால் 
படி 

5 { --- 3 ) + : 7 ( 4 ) -- 19 
ஆதியும் ( -3 . 4 ) என்ற புள்ளியும் ஒரே பக்கத்தில் அமைத் 
துள்ளன . 
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920 . இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையில் உள்ள கோணங் 
களின் இரு சமவெட்டிகள் ( Bisectors of angles between 2 st . 
lines ) . 


ம 


E. 


NG : 12 ) 


B 


M (x, y) 


a 


R 


. 


படம் 29 . 


கொடுத்துள்ள இரு கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 


ax + by + c = 0 


( 1 ) 


a x + by + c = 0 
என்போம் . 


( 2 ) 


இங்கே c , c - ஆகியவைகள் நேர்க்குறி ( + ) உடையனவாக 
( 1 ) -ம் ( 2 ) - ம் எழுதப்பட்டுள்ளன . 


இந்த இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையே உள்ள கோணங்கள் 
A 
QPR , RPS என்போம் . 


இவைகளில் 
( படம் 29-) . 


ஆதியை 


அடக்கியுள்ள கோணம் QPR 


மேற்கண்ட கோணங்களின் இரு சமவெட்டிகள் முறையே PL , 
PE என்று இருக்கட்டும் . MCA ] , y ] ) என்பது PI- ல் ஏதாவது ஒரு 


ஆயத்தொகை வடிவ கணிதம் 


புள்ள . N ( xg , V2 ) என்பது PE- ல் ஏதாவது ஒரு புள்ளி . PQ , 
PR- களுக்கு - ஆக முறையே M 4, MB வரைக , PR, PS-களுக்கு 
- ஆக முறையே NC , ND வரைக . ஆதியும் 41 - ம் PQ- க்கு ஒரே 
புறத்தில் உள்ளன . ஆதியும் MI PR- க்கு ஒரே புறத்தில் 

ஆகையால் MA- யும் MB- யும் நேர்க்குறியுடையன . 
மேலும் , MA 


உள்ளன , 


M + / + 


5 + 


M - என் நியமப்பாதை . அதாவது , P- ன் சமன்பாடு , 


axt by poc 


* . 


- 


ஆனால் , 


ஆதியும் -ம் PQ- க்கு . ஒரே புறத்தில் உள்ளன . 
ஆதியும் M- ம் . PR- க்கு எதிர்ப்புறங்களில் உள்ளன . 


ND எதிர்க் குறியும் 


உடையன 


M நேர்க்குறியும் . 
ஆனால் அனல் VC = vi 


A + by s + C 


( ie + - 


* 


firs , y , ) - ன் நியமப்பாதை ( அதாவது ) PE- ன் சமன் 


பாடு 


a. - : + c 


( a - by + 


( B) 


-- 


. 


4 


( A ) - யும் . ( B ) - யும் நாம் விரும்பிய இரு சம வெட்டிகளின் 
சமன்பாடுகளாகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

நேர்கோடு ( 1 ) என்ற நிலைப்புள்ளி வழியாகச் 
சென்று , x- , -அச்சுகளை முறையே A , 3 - களில் வெட்டுகிறது . 
M என்பது : 4.2 .- யின் நடுப்புள்ளி என்றால் , M- ன் நியமப்பாதை 
o . -- = 1 என்று காண்பிக்கவும் 

அ 


. 
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Q { xo 


படம் ஒன் . 


. 


-ன் ஆ . தொ . { x Vi ) என்போம் . 


X- அச்சுக்கு - ஆக MP வரைக . 


பின்பு 0P = x1 


-- 


1 


PM . = 

= Y 


OB 


H 


AB- யின் சமன்பாடு 


-- 


PHIM 


1 ஆகும் . 


OB 


அதாவது 


* + 2 ) 


இந்தக்கோடு Q ( x ), 5 ) வழியாகச் செல்கிறது . 


X0 | 
2x1 


--- 


H 


-- 
- 


1 


M { x } , yx ) - ன் நியமப்பாதை ( கீழ்க்குறி 1 - ஐ நீக்கினால் ) 


2 * 


2 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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-- 


மாதிரிக் கணக்கு * : 
33 + 4y 2 

என் இருகோடு 
களுக்கிடையே உள்ள குறுங்கோணம் எவ்வளவு ? மேற்படி இரு 
கோடுகளின் சந்திப்பையும் ( 1.1 ) என்ற புள்ளியையும் இணைக்கும் 
கோட்டின் சமன்பாடு யாது ? 


- 


காக 


14 . 


( 1 ) 


-- 


ப 


| 


ASP 


1 


( 2 ) 


- 


( 1 ) -ன் சரிவு 


( 2 -ன் சரிவு - 


1 


{ 11 )-க்கும் ( 2 }-க்கும் இடையே உள்ள குறுங்கோணம் மகான்றால் 


tan 


-- 


- 


--- 


--- 


tan - 12 


( 1 ) -ம் ( 2 ) -ம் வெட்டும் புள்ளிகாண அவைகளுடைய தீர்வு 
காண வேண்டும் . அப்படிச் செய்தால் , 


காக 


20 


- 


4 


- 


51 


ஆகும் . 


S 


{ 1 , 1 ) , 


ஆகிய 2 பள்ளிகளை இணைக்கும் 


5 


கோட்டின் சமன்பாடு 


* 


- 


V 


:-) 


7 
28 


1 


* நமக்கு வேண்டிய கோடு 7x + 261 


- 


மாற்று வழி 

* 18 - ஐப் பயன் படுத்தினால் , { 1 ) , ( 2 ) இவைகள் வெட்டும் 
புள்ளியாகச் செல்லும் ஒரு கோடு 

3 - 4 2 + ( x - 2 } +5 ) 
ஆகும் . 
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இது ( 1 , 1 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால் , 

3 +4 2 + A ( 1-2 + 5 ) = 0 


5 
41 


- 


இதை ( 3 ) -ல் பிரதியிட்டுச் சுருக்கினால் நாம் விரும்பிய நேர் 
கோடு 7x + 26 ! 33 == 0 கிடைக்கும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

( 1 , 0 ) , ( 2 , -4 ) , ( -5 , - 2 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாக 
உள்ள 

முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையம் ( ortho centre ) 
காண்க . 

( ( B. E. 65 ) 


A ( 1,0) 


E 


B ( 2 ,-4 ) 


C (-5-2 ) 


படம் 31 . 


, 


கொடுத்துள்ள புள்ளிகளை முறையே A , B , C என்போம் . 


BC- யின் சரிவு 


2 + 4 
5 


7 


AD- BC என்றால் AD - யின் சரிவு 


-- 
கடா 


2 


1 


CA- யின் சரிவு 


0 
1 


3 


- 


BE - CA என்றால் BE-யின் சரிவு 

1 
AD-யின் சமன்பாடு | -0 

2 


( x - 1 ) 


BE- யின் சமன்பாடு 4 


3 ( x - 2 ) 


( 2 ) 


ஆயத்தொலை வடிவ கரிதும் 


288, 


இவைகளுடைய தீர்வு காணல் 


+ 


h 


13 


- 
( * 17 ) 


எனவே செங்குத்து மையம் - 


மாதிரிக் கணக்கு 3 


] , " என்பவை ஆதியிலிருந்து முறையே 


== , xx , x cos (G) -- 1 sina 


x sec 0 - y cosec < 0 


- 


( COS 2 


ஆகிய நேர்கோடுகளுக்கு , வரையப்பட்ட செங்குத்துத் தூரங்கள் 
என்றால் , அற + --- * 7 நிறுவுக . 


12 


- 
- 


( sing Cos 


2 


V sec 0 + cosec 


N 


10 


Sin 


0 


1 


அதாவது ( 


a sin 27 


* 


--- 


மேலும் / 


a cos 20 
V cosea + sixG 


( COS 20 


- 


47 " + ( p ) " 


- six 2 + Cas- 20 


- 
-- 


a 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

4k - b + c = 


0 , ax + boy c 


என்ற இணைகோடுகளுக்கிடையே உள்ள தூரம் காண்க . 


ax: + by + c = 0 


Gr + by + = 0 


( 2 } . 


A என்பது ( 1 - ஒரு புள்ளி என்போம் 


an by + c == 0 


அல்லது 431 + byx 


பொறியியற் கணக்கு 


AE என்பது ( 2 )-க்கு என்றால் , 


( 1 + y + 

* + 


* / 


A ( 3) ex + £ y + c = o 


+ y + c = 0 


படம் 32 . 


ஆனால் ( 3 ) -லிருந்து . ix 


#by , 


-- 


-- 


e + 


--- 

- 


Na2 + b 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 


( 1 ) 


11x + 2y + 32 = 0 


4 


( 2 ) 


SE . 


( 3 ) 


ஆகியவை ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் சமன்பாடுகளாகும் . 
அந்த முக்கோணத்தின் உள் மையம் ( incentre ) காண்க . 


கொடுத்த சமன்பாடுகளைச் சிறிது மாற்றி எழுதினால் , 


1/2 


ஆயத்தொலை வடிவ கணதம் 


1 


32/11 


S 


ஆகும் . 


இவைகளிலிருந்து முக்கோணத்திற்குள் ஆதி அமைகிறது , 


ள் 


/ என்பது உன் மையம் என்றால் , அது A , B1 என்ற 
இரு சமவெட்டிகளின் சந்திப்பு ஆகும் . எனவே , 1- ன் ஆ . தொ . 
காண்பதற்கு முதலில் AI , B-களின் சமன்பாடு காணவேண்டும் . 
பின்பு அவைகளின் தீர்வு காண வேண்டும் . 


Al என்பது ( 2 ) , ( 3 ) கோடுகள் அடங்கிய கோணத்தின் 
உள் இரு சமவெட்டி என்றால் , 


A- ன் சமன்பாடு 


-- 


11.c --- 2y -- 32 

1112 + 22 


-பக 


2y --- 3 
412 + 2 : 


2y + 8 


அதாவது 


113 + 2y --32 

5 15 


ப ய 


5 


16.-- 121 


ம 


* 


அல்லது 4x -- 31 


2 


( 4 ) 


BI என்பது ( 1 ) , ( 2 ) கோடுகள் அடங்கிய கோணத்தின் உள் 
இரு சமவெட்டி என்றால் BI- ன் சமன்பாடு 


பு 


2x + y +1 
022 + 12 


11x + 2y + 32 
V112 + 22 


* 


அ 


வாக 


2x + y + 1 11x + 2y + 32 
அதாவது 15 

55 
21x -- 3y + 27 = 0 


அல்லது 7x - y + 9 = 0 


உள் மையம் என்பது ( 4 ) , ( 5 ) ஆகிய கோடுகளின் சந்திப்பு 

எனவே ( 4 ) , ( 5 ) இவற்றின் தீர்வு காணவேண்டும் . 


ஆகும் . 


கும் , 


பொறியியற் கணக்கு 


-- 


( 4 ) 
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4 :: + 31 - 2 


- 


( 4 ) + ( 6 ) ; 25 - 27 


போலும் - 4 + 3 ) 


2 


. 


-- 


+ 


6 


- 


உள் மையம் ( -1,2 ) 


- 


1. " -அச்சை - 2 அலது தூரத்தில் வெட்டி .. - அச்சிலிருந்து 
185 * கோணத்தில் அமைந்துள்ள போர் கோட்டின் ஈமன் பாடு 
* . * . 


2. - 3. 4 ) , ( 1 , 5 ) ஆகிய இரு புள்ளிகளை இக்கும் 
கோட்டின் சமன்பாடு யாது ? 


3. secs 9. b six 3 ) 

புள் வரி வழியாகச் சென்று 
> 

cot -வை சரிவாக உடைய நேர் கோட்டன் சமன்பாடு 


போது ? . 


4. ( 1 , 1 ) சன்ற புள்னி வழியாகச் சென்று , , அச்சுகளை 
சம துாரத்தில் வெட்டும் நேர் கோடு எது ? 

5. ( -4 . --5 ), { 1 , - 1 ), ( 3 , 3 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
நேர் கோட்டில் அமைந்துள்ளன என்று காண்பிக்கவும் . அதன் 
சமன்பாடு யாது ? 


1 என்ற 


+ 


ஒரு நேர் கோடு x , ) அச்சுகளை முறையே 1 , 
தூரங்களில் வெட்டுகிறது . 

5 

ஆனால் , அந்தக் 
1 

என்ற புள்ளி , மேழியாகச் செல்கிறது என்று 


கோடு ( , ) 


நிறுவுக . 
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7. ( 2 , 5 ) , ( 3 , - 3 ) , ( -1 , -4 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 
களாக உடைய முக்கோணத்தின் மையக் கோடுகளைக் ( medians ) 
காண்க . அதன் ஈர்ப்பு மையத்தையும் காண்க . 


8. 4x + 3y = 5 , x + 2y = 0 ஆகிய இரு கோடுகள் 
சந்திக்கும் புள்ளியையும் ( 3 , 5 ) என்ற புள்ளியையும் இணைக்கும் 
நேர்கோடு யாது ? 


9. 3x - y = 5 , x + 3y = 1 என்ற கோடுகளின் சந்திப் 
பின் வழியாகச் சென்று , y அச்சுகளை சம தூரத்தில் வெட்டும் 
கோடு யாது ? 


- 


10 . 3.x -- 4y - 6 = 0 , 

0 , 5r - 21 + 1 = 0 என்பவைகள் 
வெட்டும் புள்ளி வழியாகச் சென்று 2x + y + 1 
கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக இருக்கும் கோட்டின் 

சமன்பாடு 
காண்க . 


0 என்ற 


11. மேற்கண்ட கணக்கில் 2.x + 1 + 1 
டிற்கு இணையாக செல்லும் நேர்கோடு காண்க . 


0 என்ற கோட் 


12. ( 1 , 1 ) , ( 2 , - 2 ) , ( -1 , 0 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையம் காண்க . 


13. ( 1 , 1 ) , ( 2 , - 1 ) , ( 3 , 2 ) என்பவற்றை உச்சிகளாகக் 
கொண்ட முக்கோணத்தின் சுற்று மையம் ( circumccutre ) யாது ? • 


- 


ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் x + by 12 , 
x + my = m , x + ny = n " என்றால் , அதன் செங்குத்து மையம் 
கான்க , 

( B. Tech . 69 ) 


15. ( 3 , 1 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்று 3x + 4y = 1 
என்ற கோட்டை 45 ° கோணத்தில் வெட்டும் நேர்கோடுகள் 
எவை ? 


ஒரு சாய் சதுரத்தின் ( rhombus ) ஒரு மூலை விட்டத்தின் 
{ diagonal ) முனைகள் ( ends ) ( a , 0 ) , ( 0 , 28 ) மேலும் ஒரு பக்கம் 
4 ( x - a ) 3 ) என்றால் மற்ற பக்கங்களின் 

சமன்பாடுகள் 
யோவை ? 


- 


17 . ஒரு , சமபக்க முக்கோணத்தின் ஈர்ப்பு மையம் ஆதி 
யாகும் . அதன் ஒரு பக்கம் x + y = 1 என்றால் மற்ற பக்கங் 
களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
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பொறியியற் கணக்கு 


--- 


18 . 


( } " +- (நி ) ” என் றால் 
CIX --- by + c == 0 , 

ax + by + 


* 


d .x + 3 / + c == 0 , a x + I/ y --- c = 2 


என்ற நான்கு கோடுகளால் உண்டாகும் இனை கரத்தின் ( parall 
elogram ) மூலை விட்டங்கள் ஒன்றையொன்று 90 ° கோணத்தில் 
வெட்டிக் கொள்ளும் என்று நிறுவுக . 


ப 


- 


* + 2y + 1 == 0 
ணைகோடுகளுக்கிடையே உள்ள தூரம் எவ்வளவு ? 


-- 


க - ம் 


F 


20. 33 - + 4y 

-- 5y 

ஆகிய இரு கோடு 
களுக்கிடையே உள்ள கோணங்களை இரு சம கூறாக்கும் கோடுகள் 
யாவை ? 


21 . 

24y + 55 = ) , 
3x + 4y -- 5 ஆகிய கோடுகளைப் பக்கங்களாக 
முக்கோணத்தின் உள் மையம் எது ? 


-- 


பா 


1. y + x + 2 


-- 


2 . 


0 


3 . 


cos 0 + sin a 


1 


பே 


4. 


H + 44 


7. 2y 


- 


5. 4x 


- 


5y 


24 , 


5y = 6-7x , 7y = 10x - 18 , ஈர்ப்பு மையம் 


-3 ) 


T 


51 + 5 


- 


8 . 


6x - y -13 = 0 


- 


- 


10 . 


11. 52.x + 26y 


133 - 26y - 29 = 0 


( 1 ) 


2 


2 


14 . 


1. (I + M + I + Imm ) ) 15 . 


- 7y + 4 = 6 
7x + y = 22 


16 . 


4x - 3y + 6a = 0 , 


--- 
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17 . 


y = x { 2 + 1/3 ) + 1 + 13 , 

V3 ) + 1 - 3 


) 


TN 


20 . 


11x + 3y 


- 


30 , 3x -- 11y = 20 


. 


5 
21. ( 10 , 0 ) 


துணை அதிகாரம் 3 . 


இரண்டு அல்லது 

அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட கோடுகள் 
( Two or more straight lines ) 


21. L = ax + by + c = 0 , L = a xb y + c = 0 என்பவை இரண்டு 
கோடுகளைத் தனித்தனியாகக் குறித்தால் , LL == ( ax + by + c ) 

0 
களின் கூட்டுச் சமன்பாடு ( combined equation ) ஆகும் 


- 


P. ( x y ) என்ற புள்ளி L = 0 என்ற கோட்டின் மேலோ 
அல்லது ப 0 என்ற கோட்டின் மேலோ இருப்பதாக வைத்துக் 
கொள்வோம் . 


- 


இதனால் L = ax + by : + c = 0 


அல்லது 11 " = d xy + h y : + c : 0 


எனவே எப்போதும் , 


இதிலிருந்து P ( x yu ) என்ற புள்ளி LL 
என்பதன் மேல் இருக்கிறது என்று தெளிவாகிறது . 


பொ 


-- 


எனவே LL = 0 என்பது L 0 , 
என்ற இருகோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு ஆகும் . 


LL = 0 என்பதை விரித்து எழுதினால் 
aa x * + ( ab + d b ) xy + bb y * --- ( ac " + ac ) x 

+ ( bc + Bc ) y + cc " 


* 
- டி 


அல்லது Ax " + 2Hxy + By * + 2Gx - + 2Fy + C = e ! ) 
என்ற வடிவம் உடைய இருபடிச் சமன்பாடு ஆகும் . 

பொகம் -19 
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பொறியியற் கணக்கு 


இதிலிருந்து x , y- களில் பொது இருபடிச் சமன்பாடு ( general 
equation of 2nd degree in x and y ) இரண்டு கோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாட்டைக் குறிக்கும் என்று பெறப்படுகிறது . 


ஆனால் எல்லா இருபடிச் சமன் பாடுகளும் இரு கோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாடுகள் தாம் 

முடிவுகட்ட 

வேண்டாம் . 
அதற்குச் சில நிபந்தனைகள் வேண்டும் என்று பின்பு காண்போம் . 


என 


- 


- 


22. ax2 + 2 hxy + by 0 என்ற சமபடித்தான இருபடிச் 

சமன்பாடு ( homogeneous equation of second degree ) ஆதி 
வழியாகச் செல்லும் இரு கோடுகளின் கூட்டுச் சமன் 
பாடாகும் . 

முடிந்தால் ax : + 2 hxy + by O என்பது ஆதி வழி 
யாகச் செல்லும் y - mix = 0 . max 

O என்ற இரு 
கோடுகளைக் குறிக்கட்டும் . 


- 


, 


- 


- 


ax2 + 2 hxy + by2 = b ( y - mix ) ( y - mgx ) ஒரே 
மாதிரி உறுப்புகளின் குண்கங்களை ஒப்பிட்டால் , 


21 


- 


b ( mima ) ; 


a = b mym , 


- 


21 


4 


-- 


my + me 


- 


b ; mam , 


மேலும் , m = m = ( m / + mg ) 


4 mms 


. 


கை 


412 
52 


b 


2 


-- 


12 


- 


ab 


b 


- 


ab 


-- 


-- 


ab 


h + / h2 

b 


-- 


m 


எனவே . h " > ab என்றால் , my , m , களுக்கு மெய் மதிப்புகள் 
( real values ) கிடைக்கும் . அப்போது ax " + 2 hxy + by : 
என்பது ஆதி வழியாகச் செல்லும் இரு கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


he < ab என்றால் ஆதிவழியாகச் செல்லும் இரண்டு கற்பனைக் 
கோடுகள் கிடைக்கும் . 
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எனவே , ax2 + 2hxy + by = 0 என்ற சமபடித்தான இரு 
படிச் சமன்பாடு ! எப்போதும் , ஆதிவழியாகச் செல்லும் இரு 
( உண்மையான அல்லது கற்பனையான ) கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


குறிப்பு : இதே கொள்கையைப் பயன்படுத்தி , 11 படியுள்ள 
சமபடிச் சமன்பாடு ஆதிவழியாகச் செல்லும் 1 கோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாடு ஆகும் என அறியலாம் . 


23. ax : + 2hxy + by + 2gx 2 fy + c = ( ) 

என்ற இருபடி பொதுச் சமன்பாடு இரண்டு கோடுகளைக் 
குறிப்பதற்கான நிபந்தனை 


abc + 2fgh :-- , af 


T 


bgs , 


cha 


0 ஆகும் 


சமன்பாடு ( 1 ) இரண்டு கோடுகளைக் குறிப்பதாக இருந்தால் 
அவை P ( x , y ) என்ற புள்ளியில் வெட்டட்டும் . 


ஆதியை P- க்கு மாற்றி ( X, Y) - களை நடப்பு ஆ . தொ .- களாகக் 
கொள்க . 


பின்பு x == x + X , y = y + Y 


இதனால் சமன்பாடு ( 1 ) பின்வருமாறு மாறும் 
( x + ) +2 ( 3 + X ) ( y + Y ) + ( + Y ) 

+ 2g ( x + X ) -- 2f ( y + Y ) + c = 0 


அதாவது aX * + 2h XY + bY2 


+2( ax + hy + g ) X + 2 ( hx | + by + f ) Y 
+ ( ax + 2hxy + by + 2gx + 2 y + c ) = 0 ( 2 ) 


சமன்பாடு ( 2 ) புதிய ஆதி P வழியாகச் செல்லும் இரண்டு கோடு 
களைக் குறிக்கிறது . எனவே அது X , Y- களில் சமபடித்தானதாக 
இருக்க வேண்டும் . 


எனவே 


( 3 ) 


axy + hy1 + 8 = 0 
hx + by : - f = 0 


( 4 ) 


ax + 2hx- y , + by + 2gx , + 2fy1 + c = 0 


( 5 ) 


பொறியற் கணக்கு 


( 5 )-ஐ வேறு விதமாக எழுதினால் 
X1 ( u + hy + ) + ( hx + y -- f ) 

+ ( gx , -- fy : + c ) 


ஆகும் . 


இதில் ( 3 ) , ( 4 ) ஆகியவற்றைப் பயன்படுத்தினால் 

g * + fy, + 
என்று அமையும் 


-- 


( 3 ) , ( 4 ) , ( 6 ) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து x , y1 ஆகிய 
வற்றை விலக்கினால் (eliminate) , நாம் விரும்பும் நிபந்தனை 
கிடைக்கும் . 


அதற்காக முதலில் ( 3 ) , ( 4 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து x ] , pr- 
களைக் குறுக்குப் பெருக்கல் முறையில் காண்க . 


hf - bg 


gh 


af 


ab 


-- 


af 


hf - bg 
ab h2 


gh 
ab. 


இதை ( 6 ) -ல் பிரதியிட்டால் 

ஐ { 4 = % } + / { = } } + c = 0 
அல்லது g ( hf - bg ) + f ( gh -- af ) + c ( ah -- h " ) = 0 


எனவே சமன்பாடு ( 1 ) இரு கோடுகளைக் குறிப்பதற்கான நிபந்தனை 


bg 


aha 


abc + 2fgh 
ஆகும் .. 


அந்த கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி 
( hf -- bg 

gh 
ab h2 ab -2 

ஆகும் , 


* ) 


ab என்றால் , அந்த 


குறிப்பு : நிபந்தனை ( 7 )-உடன் h2 
கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி ஆகும் . 


அதாவது ( 1 ) இரு இணைகோடுகளைக் குறிக்கும் . 


ஆயத் தொலை வடிவ கணிதம் 


298 


$ 24 . ax + 2hxy + y + agx 

- + + 
என்பது இரு கோடுகளைக் குறித்தால் , இதற்குப் பொருத்த 


சமன்பாடாகிய 


2hxy + bye | 


( B ) 


என்ற ஆதிவழியாகச் செல்லும் இருகோடுகளும் ( A ) குறிக் 
கும் ஆதிவழியாகச் 

இருகோடுகளும் 
( parallel) ஆகும் . 


செல்லாத 


ax2 + - 2hr }: + by : = h " { y - , ) ( 1 -- mgx ) 
என்றால் , 
ax- 2nxy + by + 2gx + அ + 
107 1x -- ( 1 ) { 

( 2 ) 
என்பது தெளிவு . 


-- 


ஆனால் . 


mma 


என்ற சோடி கோடுகள் 


mix 


என்ற சோடி கோடுகளுக்கு இணை 


இதன் மூலம் நாம் கூறிய உண்மை நிறுவப்பெறுகிறது . 


ax + 2 h.xy -- by * + 2gx + 2fy + - 0 

( A ) 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கு இடையே உள்ள குறுங்கோணம் 


824 - ல் கூறியபடி ( A ) குறிக்கும். கோடுகளும் , 


ax + 2hxy + by 


( B ) 


குறிக்கும் ஆதிவழியாகச் செல்லும் கோடுகளும் இணை . . எனவே . 
இந்த இரு சோடிகளுக்கு இடையே உள்ள கோணங்கள் சமம் 
ஆகும் : ஆகையால் 

B 

கோடுகளுக் 
கிடையே உள்ள கோணம் காண்பது போதுமானதாகும் . 


பொறியியற் கணக்கு . 





( B ) குறிக்கும் கோடுகள் 

y -- myx = 0 மற்றும் y --- 


என்றால் , 


- 
H 


max 


1 


படி 


! 


21 
b 


17 ] + 1 , 


+ 
PH 


PR1fPle 


b 


- என்பது இவைகளுக்கிடையே உள்ள குறுங்கோணம் 
என்றால் , 


ml 


ma 


tan o 


1+ im | N 


4m , m2 


4 


( m + mp ) 

1 --- Ma 


41 


W 


M 


4a 
5 


b2 


1 + 


h 


212 


abs 


க 


w 


tan 


a - 


துணை முடிவு : 


+ 


tano 


பு 


( A ) அல்லது ( B ) குறிக்கும் இருகோடுகள் ஒன்றையொன்று 
செங்குத்தாக வெட்டினால் = 90 ° 

a + b == 0 
6T 607 Cour abc + 2fgh 

2jgh - aye - bge - che 0 என்ற நிபந்தனை 
யோடு a + b = 0 என்ற நிபந்தனையும் சேர்ந்தால் , ( A ) குறிக்கும் 
இரு கோடுகள் செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்ளும் . 


+ 


+ ly 


0 


த . 


( B ) 


826. ax2 + 2hxy +- bye 

என்ற கோடுகளுக்கு 
சமவெட்டிகள் 


பையில் உள்ள கோணங்களின் 


( B ) குறிக்கும் கோடுகள் y - myx 
என்போம் . 


மற்றும் ) 


F79X = 0 


2 


இங்கேள , m 

m 


mFHS 


* 


h 
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8 20 - ல் விளக்கியபடி , மேற்படி இரு சமவெட்டிகளின் தனித் 
தனி சமன்பாடுகள் 


- 


-- 


- 


1 + ml 


2 


* 


- 


y 


m ] 


To 


மற்றும் 


+ A 


+1 


41 + 111 , X 


ஆகும் . 


எனவே அவைகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


171X 


HH 


y 


(GT 


mix 


VgX 


( 


1 + m ] 


2 


1 + m 


1+ MI 


8 


1 + m , * 


- 


( y ) 


- 


( y in x ) 
1 + m 


max ) 


அதாவது 


+++ 


0 


1 -- 2 


அதாவது ( 1 + m , ) ( 2m | xy + max ) 

( 1 mi ) ( y 2msy -- m ) 


படிப் 


நா.. HT 


. 


IPC 


அதா வது y " 2myxy + mx - y : + 2mgxy 
+ my 2mm xy -- Mima 

my ? + 2m mexy -- mlam , x2 


2 


2 


- 


அதாவது 

{ mz2 -- m , * ) (x - y ) = 2xy ( my - m , + mqmg " 


காக 


- mºm , ) 


- 


(m- m ) ( m - m ) ( 2 ) 


- 


2xy ( my - m , ) ( 1 -- mime ) 


N 


my + m , என்பதால் 11 


m ; ஆல் வகுக்கலாம் , 


( my + mg ) ( x " -- y " ) --- 2xy ( 1 --- nm . ) 


இதில் ( 1 ) -ஐப் பயன்படுத்துக 


1 


W 


2 


2 


கான 


D 


2xy 


b 
2h 
b 


H 


அதாவது 


- y : 

5 


h 


அதுக 


என்ற 


* 


2 y ) ( x - x ) 
296 

பொறியியற் கணக்கு 
27. ax + 2hxy -- by : + 2gx + 2jy + c = 0 

கோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணங்களின் இரு சம 
வெட்டிகள் 

( A ) குறிக்கும் கோடுகள் P { xy- Wr ) என்ற புள்ளியில் 
சந்திக்கட்டும் . 

ஆதியை P ( x y ) -க்கு மாற்றி ( X , Y ) என்பதை நடப்பு 
ஆ . தொ . -களாகக் கொள்க . 

பின்பு x = x } + X. } == y + Y 
இதனால் ( A ) என்பது பின்வரும் வடிவம் பெறும் 

0X2 -- 2hXY + by3 
( புதிய ஆதி வழியாகச் செல்வதால் சமன்பாடு ( 1 ) -ல் 
இருபடி உறுப்புகள் மாத்திரம் உண்டென் றறிக ) . 

9 26 - ல் விளக்கியபடி ( 1 ) குறிக்கும் கோடுகளுக்கிடையே 
கோணங்களின் இரு சம வெட்டிகள் 

X2 
b 

h 
இப்போது பழைய ஆதிக்கு மாற்றினால் , நாம் விரும்பிய இரு சம 
வெட்டிகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 
( x - x } } 2 -- ( y - y1 ) 

y 
b 

h 
ஆகும் . 


( 1 ) 


4 


பா 


+ 


-- 


-y 


கங்கா 


$ 28 . ax : + 2hxy -+ by + 2gx-- 2fy + c === { } 
என்பது ஒரு கூம்பு வளைவை அல்லது இரு கோடுகளைக் குறிக் 
கட்டும் Ix + my + m 


என்ற கோடு ( 1 ) -ஐ A ; 5 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் .. 
0 ஆதியானால் 0A , OB என்ற கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 
காண ( 1 )-ஐ ( 2 )-ன் உதவியுடன் சமபடித்தானதாக்க வேண்டும் . 


சமன்பாடு ( 1 ) சம்படி இல்லாதது ( non -homogeneous ) என்பது 
வெளிப்படை . இதை ( 2 )-ன் உதவியால் பின் வருமாறு சமபடித் 
தானதாகச் செய்யலாம் . 
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- 


T + 4 





படம் 33 . 


! 


( 2 ) -ஐப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


Ix + my 


2 


- 


17 ல் 


h 


--- 


- 


( 1 ) -ஐயும் பின் வருமாறு எழுதலாம் 

ax + 2hxy + by + 2gx - 1 + 2fy - 1 + 12 
( 2 ) - ஐ ( 1 ) - ல் பயன்படுத்தினால் 


0 .. ( 1 ) 


ax + 2hx + by -2gx 


- 4 ) 
+ - 2fy ( 

( 40 ) + ( * - * ) = 


0 


சமன்பாடு ( 3 ) சமபடித்தானது ஆதலால் , அது ஆதிவழியாகச் 
செல்லும் இரு கோடுகளைக் குறிக்கும் . 

மேலும் , A அல்லது B- யின் ஆ . தொ . ( x1 , y1 ) என்றால் அது 
( 1 ) -ஐயும் , ( 2 ) - ஐயும் ஏககாலத்தில் சமனடையச் செய்யும் . 
சமன்பாடு ( 3 ) என்பது , ( 1 ) , ( 2 ) ஆகியவற்றிலிருந்து கிடைக்கப் 
பெற்றதால் , ( xy , yi ) என்பது ( 3 ) -ஐயும் சமனடையச் செய்யும் . 
இதிலிருந்து ( 3 ) குறிக்கும் கோடுகள் A , B என்ற புள்ளிகள் வழி 
யாகச் செல்லும் . அதாவது சமன்பாடு ( 3 ) 0A , 08 என்ற கோடு 
களைக் குறிக்கும் என்பது தெளிவாகிறது . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 
ax + 2hxy + by: -- 0 மற்றும் y = x + c ஆகிய மூன்று 

he ab 
கோடுகளால் ஆன முக்கோணத்தின் பரப்பு 

a + b + 2 
நிறுவுக . 


- 


என 


- 
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பொறியியற் கணக்கு 


ax + 2hxy + by ") 

0.என்பது 
y = m x , y = max என்ற ஆதி வழியாகச் செல்லும் 0A , OB 
ஆகிய கோடுகள் என்போம் . 


my + m , 


- 


2h 
b 


m 


b 


( 1 ) 


y = x + c என்ற கோடு A0 , 0B- களை A , B- களில் வெட்டட்டும் . 


A- யின் ஆ . தொ . காண y = 1711X , y = x + c என்ற சமன் 
பாடுகளின் தீர்வு காணவேண்டும் . அப்படிச் செய்தால் 


4 ( 


M1C 
1911 


ia 


) 


[x ] , y ] ஆகும் . 


m 


1 


இதேபோல் B 


( 


mec 
ma 1 


1 


1 


( xy , y2 ] ஆகும் . 


ne 


1 


AOAB- யின் பரப்பு 


( xyz 


x2yr ) 


m , c ? 


- 
- 


-- 


( 1 ) 

-1 ) mg 


1 ) 


mc2 
( m1 --1 ) ( m2-1 ) 


1 

( 


1 ] 


( 2 


12 


M ) 


( my + m2 ) + my me 


- 


( 2 
2 


V ( my + m , ): + 4mma 

( m ) + Pl2 ) + M1mz 


1 


4u 


M 


h 


- 


4 * 
b2 
21 
h 


09 


1 + 


+ 


-- 


u 
5 


- 


ab 
a + b + 2h 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

ax " + bx y + cry : + dy * = 0 
என்ற சமன்பாடு குறிக்கும் மூன்று கோடுகளில் இரண்டு செங்குத் 
தாக இருந்தால் , 

a + d 2 + ae + bd 0 என நிறுவுக . 
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| கொடுத்த , சமன்பாடு மூன்று படியுடைய சமபடித்தானது 
என்பதால் அது ஆதிவழியாகச் செல்லும் மூன்று கோடுகளைக் 
குறிக்கும் . அவைகள் , 
y - mrx = 0 ; 

1 , 2 , 3 
என எடுத்துக்கொண்டால் , 


1 


ax + bxey + cxy2 + dy : = d ( y - inux ) ( y - max ) ( y - mgx ) 


குணகங்களைச் 


சமன் 


இதில் ஒரே மாதிரி , உறுப்புகளின் 
படுத்துக . 


) 


( 


my + me + ng 


( 1 ) 


.es 


605 


m ] m , + mamg + mem ! 


b 
dd 


( 2 ) 


mamamis 


d 
b 


1 . 


( 3 ) 


y = m x , y = mex என்ற இரு கோடுகள் செங்குத்தாக உள்ளன் 
என்று எடுத்துக் கொள்வோம் . 


பின்பு mana 


1 


( 4 ) 


( 3 ) , ( 4 ) -களிலிருந்து mg , === 


.. 


( 5 ) 


d 


C 


( 1 ) , ( 5 ) -களிலிருந்து 1m1 + 12 


- 


( * " )( 8) 


d 


d 


( 2 ) -ல் ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) ஆகியவற்றைப் பயன்படுத்துக. 


1+ 


* (- + ) - 1 


அதாவது bd + d ? + ar + ac - 


0 


புள்ளி 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 
X- அச்சில் உள்ள ஏதேனுமொரு 

A- யிலிருந்து 
X. ax : + 2hxy + by " = 0 என்ற இரு கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக 

AL , AM என்ற கோடுகள் வரையப்படுகின்றன . LM என்ற 
கோடு x- அச்சிலிருந்து tan - 1 

கோணத்தில் உள்ளது 
21 


என்று காண்பிக்கவும் . 
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பொறியியற் கணக்கு 


- 


(ax2 - |- 2hxy + by = 0 


என்பது - 


m > 


மற்றும் 


-- 


என்ற ஆதிவழியாகச் செல்லும் OL , OM என்னும் கோடுகளைக் 
குறிக்கட்டும் [ படம் 34 ] . 


2 % 


T -- 


A- யின் ஆ . தொ . ( , ) ) என்போம் . AL என்ற கோடு 
( 1 )-க்குச் செங்குத்தாக A ( d , 0 ) வழியாகச் செல்கிறது . ஆகவே , 
அதன் சமன்பாடு , 


1 


- 


ஆகும் . 


இதேபோல் AM என்ற கோட்டின் சமன்பாடு , 


Sala 


l ) 


காம் 


102 


19 


M 


A (4,0 ) 
படம் 34 . 


( 1 ) , ( 3 ) -களின் தீர்வுகாணில் -ன் ஆ . தொ . கிடைக்கும் 


- பாதயக் * 


( 7 


Fr ) --- 


ml 


மற்றும் y = 


ami 
+ m ) 


1 - | - my 


- 
1 


ஆயத்தொலை வடி 


11 


--ml 


( 
( + 


T + . m , 


29 


1+ 11 , 


23 


- 


H 


1 -m, 


களக் காண்க 
பத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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அதாவது , 

1 - 1 
இதேபோல் - M 

ஆகும் . 
LM என்ற கோடு - அச்சிலிருந்து கோணத்தில் இருந் 

y- ஆ . தொ . வித்தியாசம் 
தால் tan p = LM- ன் சரிவு 

X- ஆ , தொ . வித்தியாசம் 
dm , 

d.me 
1 ml 

1 ms 
அதாவது : tanp 

d 

1 + M ] 
m ( 1 + m , " ) - m ( 1 + me) 
( 1 + m , * ) - ( 1 + my ) 
m , -- my me ( me m ) 

mg 
mi me 
my + m , 

b 
21 2h 

21 
மாதிரிக் கணக்கு 
x * + A.xy + y * 
+ 

- 5x -- 7y + 6 
என்பது இரண்டு கோடுகளைக் குறிக்கிறது என்றால் "வின் மதிப்பு 
பாடுகளையும் காண்கள் 


- 


2 


--- 


-- 


6 


= tan - L 


- 


இங்கே a = 1 , b = 1 


8 = - * --1-8 


மவ 


- 


-- 


2 ( -3 ) (- ) (A ) -1 (-3) 

1 (-5 ) + 8 ( 2 ) - 


அதாவது 622 


- 


2 


என் போம் . 
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பொறியியற் கணக்கு 
சமன்பாடு ( 1 ) இரு கோடுகளைக் குறிப்பதற்கான நிபந்தனை 
abc + 2 / gh -- af 2 

- bg 

chi ? 

O 

5 
அதாவது 111.6+ 2 

35A + 50 = 
அல்லது ( 37 -- 10 ) ( 2A -- 5 ) = 0 

10 

அல்லது 
3 

10 
சமன்பாடு ( 1 ) -ல் 

என்று பிரதியிட்டால் 
3x2 + 10xy + 3ye 158 

21y + 18 = 0 
என்று கிடைக்கும் . 

( A ) இரண்டு கோடுகளைக் குறிப்பதால் அதை இரண்டு 
ஒருபடி சமன்பாடுகளாகக் காரணிப்படுத்தி எழுத முடியும் . 
அப்படிச் செய்தால் தனித்தனி கோடுகளின் 

சமன்பாடு 
கிடைக்கும் . 

( A ) - யை உடனடியாகக் காரணிப்படுத்தல் அவ்வளவு 
எளிதன்று . முதலில் 

சமபடி 

உறுப்புகளைக் காரணிப்படுத்திய 
பின்பு முழுவதுமாகக் காரணிப்படுத்தல் வேண்டும் . 
இப்போது 332 + 10 + 3y = ( x + 3y ) ( 3x + y) 
3x2 + 10xy + 3y - 15x -- 21 y + 18 

( + 3 + k ) ( 3x + y + k ) 


ர 


- 
- 


- 


ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணங்களை ஒப்பிடுக . 

3k ) + k , 15 
k : + sk , 21 
kk 

18 


புது 


3 , kg 


கா 


--- 


- 
-- 


1 , L. 


- 


ப M 


} 


- 


- 


- 


என்பது இரு 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 

303 
இவைகளின் தீர்வு காணில் k = 

10 

என்றாகும் போது அந்த கோடுகளின் சமன் 

3 
சமன்பாடுகள் 
x + 3y 

0 

ஆகும் . 
3x + y -- 

O 
வகை ( 2 ) 

5 
A 
5 

என ( 1 ) -ல் பிரதியிட்டால் , 
2 

2x " + 5xy + 2y : -- 10x - 14y + 12 = 0 
ஆகும் . 
வகை ( 1 ) -ல் விளக்கியபடி செய்தால் 

2x2 + 5xy + 2y = ( 2x + y ) ( x + 2y ) 
* 2x " + 5xy + 2y - 10x - 14 + 12 

( 2x + y +11 ) ( x + 2 +18 ) 
என்போம் . 
மேலும் , 11 + 21 , 10 

211 + 1 , 
1 

12 
தீர்வு கண்டால் , 

11 

1 
5 
A 2 

என்றாகும் போது இரு கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 
2x + y ) 6 O 

ஆகும் . 
x + 2y 

0 
மாதிரிக் கணக்கு 5 : 
13xy 7y + x + 23y + A = 0 

( 1 ) 
என்ன ? அந்த கோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் எவ்வளவு ? 
மேலும் , ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்று மேற்படி இரு 


- 


- 


- 


--- 


படி 


- 


6 . 


- 
* 


2 


- 


2 


- 


} 


- 


- 


304 


பொறியியற் கணக்கு. - 


கவடி 


கோடுகளுக்கு இணையாக உள்ள கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு ) 
காண்க. 

( 6.Tech . 62 ) 
இப்போது 2x" 13xy - 7y * = ( 2x + y ) ( x - 77 ) 
13xy - 7y : + x + 23y + X 

= ( 2x + y + ki ) ( x - 7y + k , ) 


என்போம் . 


ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணகங்களை ஒப்பிடுக . 

k + 2k , 
-7ki + ka 23 
kik , 

A 


- 


- 


3 , ks 


தீர்வு காணில் , ki 


- 


-- 


A 


- 


-- 


.. 


ORA 


ஆகவே , ( 1 ) குறிக்கும் 

( 1 ) குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனி சமன்பாடுகள் 
2x + y - 3 = 0 

( 2 ) 
x : - 7y + 2 = 0 

" ( 3 ) 
இவைகளுக்கு இடையே உள்ள குறுங்கோணம் என்றால் , 


800 


2K - ab 


tan º 


a + 


169 


2 


+ 14 


( a 


- 


2 , 


- 


- M 


7 


13 ) 


7 


3 


- 


குறுங்கோணம் - 


tan - 18 


( 2 ) , ( 3 ) ஆகியவற்றுக்கு இணைகோடுகள் 

2x + y + 1 = 0 

x + 7y + : 1 = 0 
இவைகள் ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால் 

2 + 2 + 1 = 0 
1 14+ 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


3.05 


எனவே வேண்டிய கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 

( 2x + } -- 4 ) ( x - 7 } + 13 ) = 0 


ஆகும் . 


அதாவது 2x2 


13xy -- 7y | 

7 + 221 + 41y 


52 = 0 . 


என்ற 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 
cb ( ii ) af 2 = bg * 

நிபந்தனையுடன் 
Cax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்பது இரு இணை 
கோடுகளைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . மேலும் அந்த இணைகோடு 
களுக்கு இடையே உள்ள தூரம் , 


Vas 


அல்லது 2 

a ( a + b) 
என்று காண்பிக்கவும் . 


MA 


[i ( a + ) 


கொடுத்துள்ள இருபடிச் சமன்பாடு 1x + my + n மற்றும் 
Ix + my + re = 0 ஆகிய இரு இணைகோடுகளைக் குறிக்கிறது. 
என்போம் . 


பின்பு ax : + 2hxy + by : + - 2gx -- 2fy + c " 

= (lx my + n ) ( x + my + n ) 


ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணங்களை ஓப்பிடுக . 
12 

( 1 ) 1 { n + n ) = 2g 


- 


1 .. 


..4 


( 2 ) 


( 5 ) 


( 3 ) 


: 


mn s == 


எனவே ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) ஆகியற்றிலிருந்து , 

h 

= ab கிடைக்கும் . 


மேலும் ( 4 ) , ( 5 ) ஆகியவற்றிலிருந்து , 


/ ? f = = m gs 


அதாவது af * == by " 
மேலும் Ix + my + n = 0 

Lx + my + 

+ n 
பொ . க . - 20 


பொறியியற் கணக்கு 


3.06 


ஆகிய இருகோடுகளுக்கு இடையே உள்ள தூரம் , 


nani 


[ 8 20 ம . கா . ( 5 ) ] 


- + m 


Ann 


( n + ) 

VT + m 


2 


i 


4c 


4c 


V4 


VA 


12 


m 


அல்லது 


Vatb 


Na + b 


* 


2 


M 


ac 

அல்லது 2 
a (a + b ) 


No 


f ? be 
b ( a + b ) 


மாதிரிக் கணக்கு 7 . 

ax " + 2hxy --- by : + 2gx -- 2fy + c = 0 

ஆதியிலிருந்து சம தூரத்தில் உள்ள இரு கோடுகளைக் 
குறித்தால் 

f * _ g * = ( c bf " - ag " ) என நிறுவுக . 


என்பது 





கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகளின் தனித்தனி சமன்பாடுகள் 

Lx + my + n = 0 


- 


( 2 / 


I x - + m y + n == 0 
என்போம் . 


ax² + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c 

( lx + my + n ) (7x + m y + ) 
Il = a , mm = b , nn + 
Im + I m = 2h , In + I n = 2g , mn + m n 2f 


ஆதியிலிருந்து ( 1 )-க்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் 


n 


12+ m 


2 


இதேபோல் ஆதியிலிருந்து ( 2 ) -க்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் , 


V ( I ) + ( m ) 


ஓ 07 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


எடுகோள்படி ( by hypothesis )) 


T 


n 
* + ( m ) 


+ m 


H 


( I ) ( 12 + 2 ) 


n [ ( ! ) ? + ( an ) ) 


=== m ” { n ) * - ( m ) " ( n ) 


அதாவது n { / )* -- ( n ) 2 12 


( nl + ! ) ( nl --- n l ) == ( mn + m n ) ( mn -- n ) 


-- 


அதாவது 2g v ( nl + n }} 2 


4nn 11 
2 f / ( mn + m n ) - 4 mm an 


4uc 


--- 

ய 


அதாவது , 2g 1/ 4ge 


2fv 4f2 -- 4be 


ac ) 


= f ( fe -- be ) 


அல்லது , 


" Ue 


= f * --- f * be 


- c ( b / 2 --- ag ) 


fa 


ப 


2 


- 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 
98 24xy + 16y 12x -- 16y --- 12 

0 என்பது 
இரு இணை கோடுகளைக் குறிக்கும் என்று காண்பிக்கவும் . 

அவை 
களுக்கு இடையே உள்ள தூரம் எவ்வளவு ? 


9x2 


நடி 


24xy + 16y ? = ( 3x - 4y ) * 


24xy + 16y 


12x + 16y -- 12 
= ( 3x - 4y + ki ) ( 3x - 4y + ki ) 


இங்கே , k / + k , 


k k 


12 


-- 


. 


: k ; --k , 


Vki + ks )* - 4 kik , = 416 + 48 = 8 


ki 


கொடுத்துள்ள இருபடிச் சமன்பாடு பின் வரும் கோடு 
களைக் குறிக்கின்றன 


. 


பொறியியற் கணக்கு 


808 


( 1 ) 


- 


4 . 


... 


இவைகள் இணைகோடுகள் என்பது வெளிப்படை 

A { xy , yr ) என்பது ( 1 )-ல் ஒரு புள்ளி என்போம் . 


பட 


4y + 2 


அதனால் 3 


( 3 ) 


ப 


81 . 


- 


அதாவது 3x1 431 


A- யிலிருந்து ( 2 )-க்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் 


-- 


| 


32 + 4 


2 


- 


[ ( 3 )-ஐப் பயன்படுத்தினால் ) 


N32 + 42 


8 


. 


5 


- 


D 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 
( a - b ) ( x - y "). + 4hxy 0 

( 1 ) 
h , ( x ? - y ) = ( a -- b ) xy 

( 2 ) 
என்பவை இரு சோடி நேர்கோடுகள் . ( 1 ) -ன் இடையில் உள்ள 
கோணங்களின் இரு சமவெட்டிகள் ( 2 ) என்றும் , ( 2 )-ன் 
யில் உள்ள கோணங்களின் இரு சமவெட்டிகள் ( 1 ) என்றும் 
நிறுவுக . 


டை 


( 1 )-ஐ மாற்றி எழுதினால் 

Ax + 2Hky - By2 


2 


இங்கே A = a - h . 3 = }} _ , H 


ஆகவே { 1 )- ன் இடையில் உள்ள கோணங்களின் இரு 
சமவெட்டிகள் 


H 


அதாவது 


309 


யத்தொலை வடிவ கணிதம் 

- 


அதாவது h ( 3 - ) = ( a - b ) xy 

இதுவே கொடுத்த சமன்பாடு ( 2 ) ஆகும் . 


மேலும் , கொடுத்த சமன்பாடு 2 - ஐ மாற்றி எழுதினால் 

3x " - . 2Y.:) -- 3 : 2 == ) 


- 


WH 


- 


--- 


- 


பு 


-- 


எனவே , 2 ) -ன் இடையில் உள்ள கோணங்களின் இருசம் 
வெட்டிகள் , 


. 


- 
* 


- ( 1-5 ) 


, 


சா 


அல்லது , 


- 


+4 


அதாவது , { u - i ) ( x " - y " ) -- 4h 

இது கொடுத்த சமன்பாடு ( 1 ) ஆகும் . இத்துடன் நிறுவல் 
முற்று பெறுகிறது . 


மாதிரிக் கணக்கு 10 


- 


( 
1 
) 


என்ற கோடு 

7x -- 8y 


4.xy + 2x - 


( 2 ) 


என்ற கூம்பு வளைவை ( conic ) A , B என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு 
கிறது . () ஆதி என்றால் OA , OB என்ற கோடுகள் ஒன்றை 
யொன்று ,செங்குத்தாக வெட்டும் என காண்பிக்கவும் . 


OA , OB- களின் கூட்டுச் சமன்பாடு காண ( 2 ) -ஐ ( 1 )-ன் 
தவியால் சமபடித்தான தாக்க வேண்டும் அப்படிச் செய்தால் , 
77 + Sy 


( ) - 4 ( + ) - s ( ** ) -- 


M 


என்று கிடைக்கும் . 


** 


கம் 


சு 


படி 
படி 


ஆகிய 


2 


1 என்றால் மற்ற 

பொறியியற் கணக்கு 
8x2 

8y 1 3ry == ) 
என்றாகும் . 

இந்தச் சமன்பாடு ( 3 ) OA , OB- களின் கூட்டுச் சமன்பாடு 
ஆகும் . 
இங்கே x-களின் குணகம் + - குணகம் 

8 
0A- யும் , OB- யும் செங்குத்துக் கோடுகளாகும் . 

பயிற்சி 3 
ax + 2hxy + by " 0 , Ix mpir my + n 
மூன்று 

கோடுகளால் ஆன முக்கோணத்தின் பரப்பு 
m2 h2 -- ab 

arn 2hlm - + bla 
என நிறுவுக . 

2. ( d , s ) என்ற புள்ளியிலிருந்து ax ” + 2hxy - + ly " 
என்பதால் 

குறிக்கப்படும் இரு கோடுகளுக்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துத் தூரங்களின் பெருக்கல் பலன் 

ad ” -- 2hcB -F bB * 

( a -- b )2 + 412 
என்று காண்பிக்கவும் . 

3. ax + 2hxy + bye = 0 என்பது குறிக்கும் இரு கோடு 
களில் ஒன்றின் சரிவு மற்றதன் சரிவின் இருமடங்காகும் என்றால் 
812 Sab என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.Tech . 69 ) 
12x2 20xy + 7y " 0 , 31 2y -4 

0 என்ற 
கோடுகளால் உண்டாகும் முக்கோணத்தின் ஈர்ப்பு மையம் 
( centroid ) காண்க . 
- 4xy + 

3 என்ற கோடுகள் ஒரு 
சம்பக்க முக்கோணத்தைக் கொடுக்கும் என நிறுவுக . 

6. ஒரு இணைகரத்தின் இருபக்கங்கள் ax : + 2hxy + by ” = 0 
மூலைவிட்டம் 1 ( bl -- hm ) * ( am hl) என்று நிறுவக 


+ பாது 
-பன் 


--- 


-- 


- 


4 . 


கா 
ப 


- 


-- 


யத்தொலை வடிவ கணிதம் 


7. ( h , k ) என்ற புள்ளியிலிருந்து ) தூரத்தில் இருக்கும் 
படியாகவும் ஆதி வழியாகவும் செல்லும் இருகோடுகளின் கூட்டுச் 
சமன்பாடு காண்க 

( B.E.70 ) 


8. கீழ் வரும் சமன்பாடுகள் இரண்டு கோடுகளைக் குறித்தால் 
X- வின் மதிப்பு யாது ? அந்தக் கோடுகள் சந்திக்கும் புள்ளியையும் 
அவைகளிடையே உள்ள குறுங்கோணத்தையும் காண்க . 


I 


-- 


+ 


( அ ) 12x2 

10xy + 2y + 118 5y a 
( ஆ ) x2 y : + x --- 3y + A 0 
( இ ) . 2x2 

13xy -- 7y " + 22x 

+ 4ly + ( ( Es . F. 61 ) 
2x2 +5xy + 3y + xே + 7y - - 

( B. E. 60 ) 
( உ ) 272 

xy -- y * --- A , x -- 7 y --- > -- 


( ஊ ) 


12x2 + 52xy - 35-36x -- 78y ) 


0 


நான் 


0 


( எ ) 8x2 + 10xy + 3y + 26 : -- 26y + / 


-- இணை 


9. கீழ்வரும் சமன்பாடுகள் 

இரு 

கோடுகளைக் 
குறிக்கும் என்று நிறுவிய பிறகு அவைகளுக்கிடையே உள்ள 
தூரங்களைக் கணக்கிடுக . 


( a ) x + 2xy + y + 5x + 5y 14 
( b ) 4x2 + 12xy -- Sy2 

6x Ay --- 1 O 

( B. E. 62 ) 


HA 


( c ) 982 6xy + y + 18x 6y --- 8 

( B. Tech . " 71 ) 
( d ) x2 4xy + 4y2 + 4x - 8y 

( B. E. 63 ) 
( e ) x + 2 / 3xy + sy * - 3x -- 31( 3 y 
( f ) x + 6xy + 9y * -- 4x --- 12y 


* -- 


10. 6x2 13xy - 5y O என்பது குறிக்கும் கோடு 
களுக்கு செங்குத்தாகவும் ( 2 . என்ற புள்ளி வழியாகச் 
செல்வது மான இரு கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு காண்க . 

( B. Tech . * 72 ) 
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31 8.xy + 5y ? = 0 

0 

என்ற ஆதி வழியாகச் செல் 
லும் கோடுகளுக்கு செங்குத்தாக 2 , 3 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் 
செல்லும் ஒரு சோடி கோடுகளின் சமன்பாடு யாது ? ( B.Tech . 68 ) . 


12 . 


- 


-- 


0 


2 : 2 

X1 6y 
212 

-- xy - 6y 


9x 


101 + 4 = 0 


ஆகிய நான்கு கோடுகளும் சேர்ந்து ஒரு இணைகரம் ஆகும் என்று 
காண்பிக்கவும் . அதன் பக்கங்களின் நீளங்களையும் காண்க . 


13 . 


12x + 7xy -- 12y2 = 0 
12x2 + 7xy --12y : - x + 71 - 1 = 0 


என்ற நான்கு கோடுகள் ஒரு சதுரத்தைத் தரும் என்று காண்பிக் 
கவும் . அதன் பக்கம் எவ்வளவு ? 


14 . 

ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 
என்பது இரு செங்குத்துக் கோடுகளைக் குறித்தால் ஆதியிலிருந்து 
அவைகள் சந்திக்கும் புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் 


( 2 + g / 


V ! 


/12 
b + he 


என நிறுவுக . 


15 , ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fr + c = 0 
என்பது இரு கோடுகளைக் குறித்தால் ஆதியிலிருந்து அவை 
களுக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துத் தூரங்களின் பெருக்கல் பலன் 


C 


V ( a - b ) 2 + 4h 
என்று காண்பிக்கவும் . 


3 


- 


16. ax : + 2hxy + by : 0 - என்பது குறிக்கும் இரண்டு 
கோடுகள் bx2 2hxy + ay * 0 எள்பது குறிக்கும் . இரண்டு 
கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக உள்ளன என்று காண்பிக்கவும் . 

( B. Tech . 68 ) 


17 . ax : + 2h ( a + b ) xy + bey ” = 0 எள்ற இருகோடு 
கள் ax2 + 2hxy + by ? == 0 என்ற இருகோடுகளிலிருந்து சம 
கோணத்தில் உள்ளன என்று நிறுவுக ( equally inclined ) . 
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* .1.5 . 16 ( x - 422 - 23 ( x - 4 ) () - 2 ) + 2 ( y - 2 ) 2 = 0 
என்பது இருகோடுகளைக் குறிக்கிறது என நிறுவு .... , மேற்படி 
கோடுகளும் x == 8 என்ற கோடும் சேர்ந்து உண்டாக்கும் . முக் 
கோணத்தின் ஈர்ப்பு மையம் காண்க . 

( B.Tech . 72 ) 


19. k + ay 2 sk; என்ற கோடு ( x- h ) = + ( p - ke } 2 = c2 
என்ற வட்டத்தை A. 

3 என்ற பன்னிகளில் 

வெட்டுகிறது . 
- என்றால் , 0.4 , OP செங்குத்தாக உள்ளன என்று 
காண்பிக்கவும் . 

( ( B.E. 71 ) 


3. + 2 என்ற கோடு 


- 


* 


+ 


என்ற வளை 
கோட்டை ( conis ) 4. B என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் , OA , OB 
இவைகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் எவ்ளளவு? ( B.E.72 , 57 ) 


- 


23 + 


7x2 + 3x } | 

T -- 6 F2y ? == 0 மற்றும் 

ஆகியவை P. என்ற புள்ளிகளில் 
வெட்டிக்கொள்கின்றன . மேற்படி 

புள்ளிகளை 

ஆதியுடன் 
இணைத்து வரும் கோடுகள் செங்குத்தாக உள்ளன என்று காண் 
பிக்கவும் . 


22. 3 + 51 


0 மற்றும் 


- 


3x - 2y | 1 

ஆகியவை 

வெட்டிக்கொள்ளும் 
புள்ளிகளையும் ஆதியையும் இணைக்கும் கோடுகள் - செங்குத் 
தானவை என்று நிறுவுக . 

( ( B.E.63 , 60 ) 


- 


23 . 

என்ற வட்டம் 

2y 3 
என்ற கோட்டை P. Q- களில் வெட்டுகிறது . மேற்படி புள்ளிகளை 
ஆதியுடன் இணைத்துக் கிடைக்கும் கோடுகள் செங்குத்துக் கோடு 
கள் என்று நிறுவுக . 

- ( B.Tech . 69) 


- 


3.x - x } + 3 + 2.x---- 3y +-4 0 , 2x ---- Sy- 
என்பவைகள் சந்திக்கும் இரு புள்ளிகளை ஆதியுடன் இணைத்தால் 
கிடைக்கும் இரு கோடுகள் செங்குத்தாக இருந்தால் 


6 


5k --- 52 


0 


என்று காண்பிக்கவும் . 


என்ற 


25. ---ny. என்ற கோடு 

22 
வட்டத்தை , B புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . ஆதியையும், + A , B 
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களையும் இணைத்த 

இணைத்த கோடுகளுக்கு இடையே உள்ள கோணம் 
45 என்றால் , 

4 [ a * ( 12 + m " ) --1 ] : a2 ( 12 + ma ) -- 2 ] ? 
என்று நிறுவுக . 


சா 


விடைகள் 


) 


7 , ( k2 -- y ) x " 


21k x } 


- + ( h * ---- p " ) y : 


O 


8. ( அ ) A = 


tan 


( + ) 


9 


2 , ( - * -2 ) 

) 


1 


3 


( ஆ ) A 


---- 


90s 


. 


2 


( இ ) A 


கடக 


++= 1 


52 , ( 1,2 ) , tan - 3 


= P 


++ 


* 


2 ) tan- .. 


( 1 ) 


( உ ) A 17 அல்லது 
> 17 என்றால் , ( -- 3 , 5 ) tan - 1 3 

10 என்றால் , ( 3 , 2 ) , tan - 1 3 


HINA 


F 


கட 


3 


( ஊ ) A 


- 


27 , 


( 


0 ) . 


tan 


9 


( 23 ) 

( 2 ) 


( எ ) 


169 , { - 26 , 39 ) , tan - 1 


5 


9. ( a ) 


2 


2 
2 


( b ) 


M 


10 


( d ) 21s 


( 
e 
) 


மல 


( f ) 


310 
5 


10 . 


5x2 


333 - 24y + 40 


tw 
--- 


0 


44x 


பு 


13xy - 6y2 
5x2 + 8xy + 3ye 
15 4/13 

7 


34y + 95 


0 


12 . 


13 . 


5 


20 


18 . 


32 


20 . 


tan - 4 


( 252) 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


துணை அதிகாரம் 4 





வட்டம் 


( Circle ) 


8 29. மையம் ( a , b ) , ஆதம் | உன்ன வட்டத்தின் சமன்பாடு 


P ( x , y ) 


C ( a , ) 





படம் 35 . 


P ( x , y ) என்பது வட்டத்தின் மேல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 
என்போம் . C ( a , b ) மையம் என்றால் , 


-- 


CP = r , 


அல்லது CP ? 


ஃ ( x - a ) 2 + ( y . - b ) 2 


இதை வட்டத்தின் பொதுச் சமன்பாடு ( general equation of a. 
circle ) என்பர் 


துணை முடிவு 


ஒரு வட்டத்தின் மையம் 

மையம் ஆதி , 

ஆதி , ஆரம் ( என்றால் அதன் 
சமன்பாடு , 

a 

-ஆகும் . 


பொறியியற் கணக்கு 


- 


என்ற 


$ 29.1 . 

Cax + 2hxy + by + 2gx -- 2 + O 
பொது இருபடிச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிப்பதற்கான 
நியந்தனை 
329 - லிருந்து ஒரு வட்டத்தின் பொதுச் சமன்பாடு 

x + y - 2ax - 2by + ( a + 12 - r " ) = 0 
ஆகும் . 


கொடுத்த சமன்பாடு , 

IX 2 + 2hxy + by + 2gx + 2 + 
இது ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கவேண்டுமானால் ( 1 ) , ( 2 ) 


இவைகளின் ஒரே மாதிரியான உறுப்புகளின் குணகங்கள் விகித 
சமத்தில் இருக்கவேண்டும் . 


எனவே . 


21 


28 


5 
1 


பா 
- 


-- 
-- 


r- 2 


a == b மற்றும் 


--- 


-ன் குணகம் 


- 


அதாவது , ( i ) 2 - ன் குணகம் 

( ii ) xy- ன் குணகம் 


- 


எனவே , 1 ( x + y ) + 2gx + 2 + 
என்பது எப்போதும் ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் .. 


30 . 

ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாட்டின் நியம வடிவம் ( Standard 
equation of a circle ) 


* + 2 + 2g + afy + = 0 


என்ற சமன்பாட்டில் : ” - ன் குணகம் = 


-ன் குணகம் 


1 


xy- ன் குணகம் = 0 


எனவே இது ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


இதையே வட்டத்தின் நியம வடிவ சமன்பாடு என்பர் . 


இதைப் பின்வருமாறு எழுதலாம் . 

( x + g ) + ( y + j ) = { * f - c ) 


ந 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


17 


இதிலிருந்து நியம வடிவத்தில் வட்டத்தின் சமன்பாடு இருந் 


தால் , 


- 


-- 


மையம் ( -g , -f ) , ஆரம் 
என்று தெளிவாகிறது . 


துணை முடிவு : 

ti ( x + y ) + 2gx + 2fy + c = 0 
என்ற வட்டத்தில் , 


மையம் 


4 ) , 


--- 


ஆரம் 


C 


- 


aa 


a 


a 


31. கொடுத்துள்ள இரு புள்ளிகளை இணைத்த நேர் கோட்டை 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 

A (x ) , 1 ) , B ( x ,, y , ) என்பவை கொடுத்துள்ள புள்ளிகள் 
என்போம் , 


P { x , y ) 


90 ° 


A (any ) 


B ( x2,92) 


பாடம் 36 . 


P ( x , y ) என்பது வட்டத்தின் மேல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 

A. 
என்றால் , APB = 90 ° 


AP- யின் சரிவு X BP-யின் சரிவு 


1 


அதாவது 


( -2 ) ( -1 ) - 


பொறியியற் கணக்கு 


கார் 


* 


31 ) ( x x , ) + ( y -- y 1 ) ( y -- yz ) 
இதுவே நாம் விரும்பிய சமன்பாடு ஆகும் . 


மாதிரிக் கரைக்கு 1 . 

( 3 , 6 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்று x , y அச்சுகளை 
தொடும் வட்டங்களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


Я 


( 3, 6 ) 


( r , r ) 


M 


F 


- 


m 


படம் 37 . 


( 3. 6 ) என்ற புள்ளி முதல் காற்பகுதியில் ( first quadrant ) 
உள்ளதால் மேற்படி வட்டங்களும் முதல் காற்பகுதியில்தான் 
இருக்கவேண்டும் . ( படம் 37. ) மேலும் , அந்த வட்டத்தின் ஆரம் 
r என்றால் , அதன் மையத்தின் ஆ . தொ . ( r , r ) என்று இருக்க 
வேண்டும் . 
எனவே வட்டத்தின் சமன்பாடு 

( x - r) + ( y - r ) = r2 
ஆனால் இது ( 3 , 6 ) என்ற புள்ளிவழியாகச் செல்லுகிறது . 

( 3 - r ) + (6 - r )2 

18r + 45 


- 


12. 


அதாவது r = 3 அல்லது 15 

r- க்கு இரண்டு மதிப்புகள் கிடைத்திருப்பதால் கொடுத்த 
நிபந்தனைகளுடன் இரண்டு வட்டங்கள் உண்டென்று தெரிகிறது . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


அவையாவன , 


2 


- 


- 


- 


மற்றும் ( x 


- 
* 


152 


15 ) 3 + ( y -- 1.5 ) 
y 

6y -- 9 


2 


ENNA 


0 


அதாவது , x2 


- 


மற்றும் x 


30x -- 30y --- 225 


ச 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

( 1 , -1 ) , ( 1 , 44 ) , ( 4 , -- 2 ) என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


வேண்டிய வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x ? --- y + 2gx + 2fy + c == ( ) 
என்போம் . 


- 


இது கொடுத்த மூன்று புள்ளிகள் வழியாகச் செல்வதால் 

2g 2+ - 2 
23 + 8f + c + 17 

4f + c + 20 


இவைகளின் தீர்வு கண்டால் , 


7 
2 


2 


* 


2 


என கிடைக்கும் . 


எனவே வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

** + y " - 7x - 3y + 2 


பா 


- 


இதன் மையம் ( -g , --f ) அதாவது 


( 2 , ) ஆகும் . 
V (Z ) + (2 ) - 2 


ப 


ஆரம் 
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ஆகும் . 
2 . 


AB என்ற விட்டத்தை இரு சமசூத்தின் மையம் ( ( 1 , 
820 

பொறியியற் கணக்கு 
மாதிரிக் கணக்கு 

2 Gy 15 

என்ற வட்டத்தின் ஒரு 
விட்டத்தின் ஒரு முனைப்புள்ளி ( 4 , 1 ) என்றால் மற்றொரு முனைப் 
புள்ளி எது ? 

கொடுத்த புள்ளி A. ( 4,1 ) என்போம் . மற்றொரு முனைப் 
புள்ளி B ( x2 , 1 ) என்போம் . வட்டத்தின் மையம் C ( 1 , - 3 ) , 

. 


31 


IT 


- 


வ 


* 


( 


H 


2 , 


7 


F 


w 


விட்டத்தின் மற்றொமுனைப் புள்ளி { 


8 32. குறியீடுகள் ( NotatioxKS ) 

எழுதுவதற்கும் நினைவில் கொள்வதற்கும் எளிதாக இருக்கும் 
பின்வரும் குறியீடுகளை இனி பயன்படுத்துவோம் , 


- 
--- 
- 


என்பது 


S ax2 + 2xy + byt +298 + 2 / 
ஒரு பொது இருபடிக் கோவை என்றால் , 

S ] = zxx ) + k { xy : + xx } ) + - hys ; -- g ( x + xx ) 


S , == taxx2 + 3 { x} 2 + x"> ] ) --- y s -- ( --X , ) 

7 ( x - 

--- 1 (1 +-12 ) + C 
SIR = (ax 1 x , + #1 { X1J +2 } ; } --- hy : " , 

+ g ( x + xg ) + f ( y + ys ) + c = S. 
S1 = an * + 2hxl y + byx2 + 2gx1 - | - 2fy : + 
S , = ax : 2 + 2hx , y , -- bye + 2 ¢ x ; -- 2 fy , + c 


மேலும் , ப = x + my + என்றால் , 

L ] = Ixi + my : + 1 
Lx = {x , + my2 ++ 


( x ) , 1 ) என்ற புள்ளி S = 0 என்ற வளைகோட்டின் மேல் 
இருந்தால் 

axi * + 2hxyx + by12 + 2gx + 2 + c = 0 
ஆகும் . இதைச் சுருக்கமாக S = 0 என்று எழுதலாம் . 
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இதேபோல் L = 0 என்ற கோட்டில் ( x2 , y ) என்ற புள்ளி 
இருந்தால் 

L. = 0 என்று எழுதலாம் . 


833. S = x ? + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற வட்டத்தின் 

மேல் உள்ள P ( 3 y ) என்ற புள்ளியில் அமையும் தொடு 
கோடு ( Tangent at the point P ( x1 , yx ) ] 


S = 0 என்ற சமன்பாட்டை இருபக்கங்களிலும் X- ஐக் குறித்து 
வகையிடல் செய்தால் ( differentiate ) S = 0 w . r . t . x ) 

dy 

dy 
2x + 2y - + 2g + 2f 0 

dx . 
dintre by 2 
dy 

x + g 
at dx 


P ( 1,10 ] 


dx 


O 


y + f 


- * + am 


y1 + f 


ஆாழி . - PR 7 ) என்ற புள்ளியில் சரிவு 
(y+சி)--- 

* 


ட 

1 . 
+ _ 
1 


P- யில் தொடும் தொடுகோடு 


y - y = - 


வா 


- 


yyi + fy - y " - fyi 


XX ) 


gx + x + gxi 


அதாவது xx + yy : + gx + fy = x2 + y 2 + gxi + fyi 
இருபக்கங்களிலும் gx ) + fy1 + ( - ஐக் கூட்டுக . 


xx + yy : + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c 

x12 + y 2 + 2gx +2 fy : + c 


( 1 ) 


ஆனால் ( x , yr ) என்ற புள்ளி S = () -ன் மேல் உள்ளது . 


எனவே x 2 + y 2 + 2gx + 2 y + c = 0 


இதை ( 2 ) -ல் பயன்படுத்தினால் 

P ( x1 , y )-யில் தொட்டும் சொடுகோடு 
xx ] + yy1 + g ( x + xy ) + f y + y ) + c = 0 


அல்லது S = 0 ஆகும் . 
பொ . க . - 21 
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O 


x 4 


-> E + 


பொறியியற் கணக்கு 


தாங்க 


* துணைமுடிவு : 

x + y - a = 0 என்ற வட்டத்தை ( x ) , y : ) - ல் தொடும் 
தொடுகோடு XX1 + yy | 

= 0 ஆகும் . 


--- 


a2 


010 


2 


- 


காலம் 


834. L = Ix + my + n = 0 என்ற கோடு S = x2 + y : -- a 

என்ற வட்டத்தின் தொடுகோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை 

L 0 என்ற கோடு S = 0 என்ற வட்டத்தை P ( x , yi ) 
என்ற புள்ளியில் தொடட்டும் . - htt ] + N ? v 26 P (2 + 4 ) 


- 


என் 


ஆனால் P ( x 1 , y1 ) - ல் தொடும் தொடுகோடு 
S = xx + yy1 

0 


Ousa za 


5 
( 1 ) 


--- 


Q2 


... 


I = x + my + y = 10 


... 


( 2 ) 


... 


என்பது கொடுத்த தொடுகோடு 

( 1 ) -ம் ( 2 ) - ம் ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . 


ஆகையால் ஒரே மாதிரியான உறுப்புகளின் குணகங்கள் 
விகித சமத்தில் இருக்கும் , 

44 
ai 

my 


- 


y1 


im 


1 . 


am 


a21 

y1 - 
H 


Te 


21 


- - 


இந்தத் தொடுபுள்ளி L = 0 என்ற கோட்டிலும் உள்ளது . 


a m 


- 


| ( # ) 


+ 177 


+1 


--- 


0 


17 


எனவே நாம் விரும்பிய நிபந்தனை 

a . ( 12 + m ) = ne 


Pt4 , 1 ) 


Ya mx + L 


aa / 


aam 


மேலும் தொடுபுள்ளி 


O 


ஆகும் . 


P 


- 


- 
பா 


துணை முடிவு : 

mx + ( என்ற கோடு x + y - ae 0 என்ற வட்ட 
தைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனை * ( 1 + n ^ ) . 

aa 


H 


மேலும் தொடுபுள்ளி ( 4m , * ) 


( x2,92 ) | 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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$ 35 . P (x1 , yi ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S = ax : + 2hxy + by : 
+ 2gx + 2fy + c = 0 என்ற கூம்பு 

வளைவுக்கு ( conic) 
வரையப்பட்ட தொடு நாண் [ ( chord of contact of tangents 
from the point P ( xy , y ) ] 

P ( x1 , yi ) என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்பட்ட தொடு 
கோடுகள் S = 0 என்பதை A ( xg , ya ) B ( xg , ys ) என்ற புள்ளி 
களில் தொடட்டும் . 


2 


5.26 


art2kxy + by + 

regxt ?fitc0 


P ( x , y ) 


B [ x3,93 ) 


படம் 38 . 


AP என்ற தொடுகோடு A (xg , y ) -ல் தொடுவதால் அதன் 
சமன்பாடு பி . = 0 ஆகும் . 


0 


அது P ( x 1 , y 1 ) வழியாகச் செல்வதால் பி , 


) 


- 


( 1 ) 


இதேபோல் BP என்ற தொடுகோடு B- யில் தொடுகிறது . 


- 


மேலும் P வழியாகச் செல்வதால் S13 


0 


2 


( 2 ) 


( A ) 


இப்போது S1 0 
என்பதை ஆராய்வோம் . 


இது ஒருபடிச் சமன்பாடு என்பதால் ஒரு நேர் கோட்டைக் 
குறிக்கும் . மேலும் , ( 1 ) , ( 2 ) ஆகியவற்றிலிருந்து இது A , B ஆகிய 
புள்ளிகள் வழியாகச் செல்கிறது என்பதும் தெளிவு . 
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- 


எனவே 

S = 0 என்பது AB என்ற நேர்கோட்டைக் 
குறிக்கும் . 
அதாவது P ( x ) , y1 ) - யின் தொடுநாண் S. 

S ] == 0 ஆகும் . 
குறிப்பு : மேற்கூறிய நிறுவல் வட்டத்திற்கும் பொருந்தும் . 


836. இசைப்புள்ளியும் இசைக்கோடும் ( Pole and poltr ) 


A 


P ( A 


R ( x2 ) 


படம் 38 ( a ) 


R ( x2,32 } 


Tangent 


Tangent 


Chord 


20 


Sr. 


Plea 


* P ( x , y ) 
ax² +2h xy + by ? + 29x tady 

, 


படம் 39 FE 


வரைவிலக்கணம் ( Definition ) : P என்ற புள்ளி ஒரு வட்டத் 
தின் அல்லது ஒரு கூம்பு வளைவின் ( conic ) உள்ளேயோ அல்லது 
வெளியிலோ இருக்கட்டும் . P வழியாக AB என்ற நாண் அந்த 
வட்டத்தை அல்லது கூம்பு வளைவை A , B என்ற புள்ளிகளில் 
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வெட்டட்டும் . AB என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகள் 
R என்ற புள்ளியில் சந்திக்கட்டும் . R- ன் நியமப்பாதை - யின் 
இசைக் கோடு ( polar of P ) எனப்படும் P என்ற புள்ளி இசைப் 
புள்ளி ( pole ) என்ற பெயர் பெறும் . 


837. S = ax : + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற 
கூம்பு வளைவைக் குறித்து P ( x ) , y ) 

குறித்து P ( x , y ) என்ற புள்ளியின் 
இசைக் கோடு 

P ( x ] , yr ) - ன் வழியாகச் செல்லும் நாண் கூம்பு வளைவை A , B 
என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் . A , B- களில் தொடும் தொடு 
கோடுகள் R ( x ,, y , ) - ல் சந்திக்கட்டும் . இதனால் AB என்பது 
R- ன் தொடு நாண் என்று தெளிவாகிறது . எனவே AB- யின் 
சமன்பாடு S. 0 ஆகும் . 

இது P ( xy , y1 ) வழியே செல்கிறது . ஃ S , 2 0 


அதாவது ax1x , + h ( x y + x2y1 ) + g ( x + x2 ) 

+ f ( y1 + ye ) + c = 0 


R ( x , , y ) - ன் நியமப்பாதை பெற கீழ்க்குறி ( sufix ) 2 - ஐ 
நீக்கிவிடவேண்டும் . 

R- ன் நியமப்பாதை . அதாவது P- யின் இசைக்கோடு 
axx1 + h ( xy1 x } y ) + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c = 0 


அதாவது SI 0 

chord 
tangent 

polos 
முக்கிய குறிப்பு : தொடுகோடு , தொடு நாண் , இசைக்கோடு 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகள் S , 0 என வருவதால் அவை 
மூன்றுக்கும் மிக நெருங்கிய தொடர்பு உண்டென்பது தெளிவு . 


- 


- 


P என்ற புள்ளி கூம்பு வளைவின் வெளியே இருக்கும்போது 
அதன் இசைக்கோடும் , தொடு நாணும் ஒன்றேதான் . 


P என்ற புள்ளி கூம்பு வளைவின் மேல் இருந்தால் அதன் 
இசைக்கோடு , தொடு நாண் , தொடுகோடு ஆகிய மூன்றும் ஒன்றே 


தான் . 


P என்ற புள்ளி கூம்பு வளைவின் உள்ளே இருந்தால் , அதற்கு 
உண்மையான தொடுகோடும் தொடுநாணும் இல்லை ( கற்பனைத் 
தொடுகோடும் , தொடுநாணும் உண்டு. ) ஆனால் உண்மையான 
இசைக்கோடு உண்டு . 


மேற்கூறியவை வட்டத்திற்கும் பொருந்தும் என்று அறிக . 
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838 . துணையியப் புள்ளிகள் ( Conjugate points ) 

S = ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 
என்ற வட்டம் அல்லது கூம்பு வளைவைக் குறித்து ; P ( x1 , y1 ) 
என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு Q ( x , , y ) என்ற புள்ளி வழியாகச் 
சென்றால் , ( -வின் இசைக்கோடு P- யின் வழியாகச் செல்லும் . 


இம்மாதிரியான சோடிப் புள்ளிகளுக்கு துணையியப் புள்ளிகள் 
என்று பெயர் . 


P ( x1 , y1 ) - ன் இசைக்கோடு S. 


- 


= 0 


- 


S.1 


இது Q ( x , , y ) வழியாகச் செல்வதால் S12 0 
ஆனால் S12 = 
இதிலிருந்து -வின் இசைக்கோடு P வழியாகச் செல்கிறது என்று 
பெறப்படுகிறது . 


P ( x , y1) , 0 ( 3 , y . ) துணையியப் புள்ளிகள் ஆவதற்கான 
நிபந்தனை S12 0 ஆகும் 


- 


839. மிக முக்கிய குறிப்பு 

835 முதல் 38 வரையில் நாம் கூறியவை வட்டம் , 
பரவளைவு ( parabola ) , நீள்வட்டம் ( Ellipse ) , அதிபரவளைவு 
( hyperbola ) ஆகிய வளைகோடுகளுக்கும் ( curves ) பொருந்தும் . 
ஆகையால்தான் வட்டத்தின் சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்ளா 
மல் பொது இருபடிச் சமன்பாடு எடுத்துக்கொண்டு விளக்கப் 

எனவே இனிவரும் துணை அதிகாரங்களில் இசைப் 
புள்ளி , இசைக்கோடு , தொடு நாண் , துணையியப் புள்ளிகள் 
ஆகிய வைகள் , மேற்கூறிய வளைகோடுகளுக்குத் தனித்தனியாக 
விளக்கப்படமாட்டா . 


பட்டது . 


40. M ( x 1 , y ) - யை நடுப்புள்ளியாக உடைய வட்ட நாணின் 
சமன்பாடு 


AB என்பது M ( x + y1 ) -யை நடுப்புள்ளியாக உடைய வட்ட 
நாண் என்போம் . அதன் சரிவு tan a என்றால் அதன் சமன்பாடு 


-- 


X X1 
CosS 


y - y1 
sing 


( 1 ) 


வட்டத்தின் சமன்பாடு S = x + y : + 2gx + 2fy + c = 0 


( 2 ) 


T 
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( 1 ) -ல் என்பது M ( x | J1) - லிருந்து ( r , y ) என்ற புள்ளியின் 
வெக்டர் தூரம் . எனவே AB- யில் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை 
( x + r cosa , y + r sing ) என்று குறிக்கலாம் . 


slope dano . 


1 ~ 


A 


& -4 , marcasa 
y - y , ffrina 


Ang 


M ( X1, 4 ) 


res 


B 


gitrine 


- 


படம் 40 . 


இந்தப் புள்ளி A அல்லது B- யைக் குறித்தால் அந்த ஆ . தொ . 
( 2 ) -ஐச் சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


அதாவது ( x1 + r cos 8 ) + ( y1 --- 1 sing ) + 2g ( x + r cosa 

+ 2f ( yi + r sin a ) + c = 0 


அதாவது 2 + 2r [ ( x + g ) cosa + ( y1 + f ) sing ] 

+ ( x12 + y + 2gx1 + 2fy + c ) = 0 


( 3 ) 


இந்த 


இருபடிச் சமன்பாட்டில் r- ன் மூலங்கள் 


வெக்டர் 


MA , MB- களைக் குறிக்கும் . 


ஆனால் MA + MB = 0 ( படம் 40 ) 


- 


எனவே ( 3 ) -ல் இரண்டு மூலங்களின் கூட்டுத்தொகை 


0 


r- ன் குணகம் = 0 


அதாவது ( x1 + g ) cos 9 + ( y : + f ) sing = 0 


tan A 


+ 


81 + 3 
+1 + f 


AB- யின் சரிவு 


- 


* 
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இதை ( 1 ) -ல் பயன்படுத்தினால் 

- { x } + g ) 
91 + f 


yi 
X1 


- 


- 


அதாவது xx + yy1 + gx + fy = x + y 2 + gxi + fy 
இருபக்கங்களிலும் gx1 + fy1 + c என்பதைக் கூட்டுக . 


-- 


331 + yy1 + g (x + x1 ) + f y + y ) + 

x12 + y + 2gx1 + 2fy1 + c 
எனவே M ( xy , y1 ) - யை நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் 
சமன்பாடு பி S11 


- 


841. S = x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 

( 1 ) 
என்ற வட்டத்திற்கு P ( x ) , y ) என்ற வெளிப் புள்ளியிலிருந்து 
* வரையப்பட்ட இரு தொடு கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


P ( x1 , y1 ) வழியாகச் செல்லும் எந்த ஒரு கோட்டின் சமன் 
பாட்டையும் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


MM 


P ( X ,, g . ) 


, 


படம் 41 


31 


பக 


V1 . 





( 2 ) 


.. 


cosG 


sin a 


இதில் tan G என்பது அந்தக் கோட்டின் ( உதாரணமாக PLM 
என் போம் ) சரிவைக் குறிக்கும் . Y என்பது P ( xy , yx) - லிருந்து 
( x , y ) - க்கு உள்ள வெக்டர் தூரத்தைக் குறிக்கும் . 


( x + r cosg , 


(( 2 )-ல் உள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளியை 
P1 + r sing) எனக் குறிக்கலாம் . 
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329 


இந்தப் புள்ளி வட்டத்தின் மேல் உள்ள அல்லது M- ஆக 
இருந்தால் , ( 1 )-ஐச் சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


அதாவது ( x ) + r cos 9 ) " ( y : + r sin a ) + 2g ( x + r cs C ) 

+ 2f ( y1 + r sin g ) + c = 0 


அதாவது + 2r ( ( x1 + g ) cos 9 + ( y : + f ) sin a ] 

+ ( x + y + 2gx + 2fy + c ) 


* 


( 3 ) 


இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டின் இரு மூலங்கள் PL , PM - களைக் 
குறிக்கும் . ஆனால் PLM என்பது PA அல்லது PB என்ற தொடு 
கோட்டோடு ஒன்றும் போது ( coincident with the tangent ) 


PL = PM = PA அல்லது PB 


இப்படி ஆவதற்கான நிபந்தனை , சமன்பாடு ( 3 ) -ன் தன்மைகாட்டி 
( discriminant ) = 0 


- 


அதாவது ( ( x + g ) cosa + ( y1 + f ) sing ] 


S11 


( 4 ) 


( 4 ) -லிருந்து ( 2 ) -ன் சரிவாகிய tan 9.வைப் பெற்று ( 2 ) -ல் 
பிரதியிட்டு நாம் விரும்பும் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு காண 
லாம் . அல்லது ( 2 ) . ( 4 ) ஆகியவற்றிலிருந்து 9 - வை நேரடியாக 
விலக்கிவிட்டும் ( elimination of o ) நாம் விரும்பும் சமன்பாடு காண 
லாம் . பிந்திய முறை எளிதாகையால் அதைக் கைக் கொள் 
வோம் . 


( 2 )-லிருந்து cos g , sin G இவைகளின் மதிப்புகளை ( 4 ) -ல் 
பிரதியிட்டால் , 


( 2 + 0 (s ) + bh + f ) ( +2 ) - 


SI 


இங்கே rs = ( x - x1 } " + ( y - y1 ) * 


- 


எனவே [ ( x + g ) ( x - x ) + ( y1 + f ) ( y - y1 ) ] 

S11 [ ( x - x1 ) 2 + ( y - y ) ] 
அதாவது , [ xx ] + yy1 + gx + fy - x - yi - gxy - fy ] 

S11 [ ( x + y ) - 2 ( xx + yyi ) + ( x1 * + y1 ) ] 


- 
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அதாவது , ( S - SHI ) = S ] [ S + SII - 2 S. ] 
அதாவது , S2- 2 Sj S1 + 9112 SSI + S11 - 2 S S 1 

தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு S. 


- 
- 


SS11 


+ 


8 42. குறிப்பு : 

8 40 , 41 , ஆகியவற்றில் கிடைத்துள்ள சூத்திரங்களை 
வட்டத்தைக் குறித்து அடைந்திருந்தாலும் அவைகளைப் பெற 
வட்டத்திற்கான எந்த சிறப்புப் பண்பையும் பயன் படுத்தவில்லை 
என்பதை நன்கு ஓர்க . எனவே , அந்த சூத்திரங்கள் 

எந்த 
ஒரு கூம்பு வளைவுக்கும் பொருந்தும் என்று புலனாகிறது . பொது 
இருபடிச் சமன்பாட்டைக் குறித்து தொடங்கியிருந்தாலும் அதே 
வடிவ வளைவுகளையே ( results in the same form ) பெற்றிருப்போம் . 


843. ஒரு வட்டத்திற்கு வெளியே உள்ள ( P ( xy , yx ) என்ற 

புள்ளியிலிருந்து அந்த வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு 
கோட்டின் நீளம் 


90 


( (-.- ) 


P ( 2 , 


படம் 42 . 


S = x + y + 2gx + 2fy + c = 0 


- 


- 


-- 


என்ற வட்டத்தின் மையம் ( c ( -g , -f ) , ஆரம் g + f % - C 

PI என்பது தொடுகோட்டின் நீளம் என்றால் 
PT2 CP2 CT 

( x + g ) + ( + f ) - ( g ) + f - c ) 
312 + y * + 2gx + 2fy : + c 

SIL 
PT 

V Si 


ட 


- 


( ) 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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குறிப்பு : ( 1 ) PT = S11 என்பதை P ( xy , y ) என்ற 
yor oil winir un ( power of the point w . r . t . the circle ) 6T bör du 
கூறுவர் ( படம் 42 ) . 

( 2 ) P என்ற புள்ளி , வட்டத்தின் மேல் இருந்தால் S1 0 , 
உடையதாகும் ( அதாவது FT கற்பனை நீளமாகும் ) . 


| 


எனவே P ( xy , y1 ) என்ற புள்ளி ஒரு வட்டத்தின் உள்ளே , 
மேலே , அல்லது வெளியே இருப்பதற்கான நிபந்தனை முறையே 


- 


1 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

P என்ற புள்ளியிலிருந்து S = x + y - 4x - 8y-- 3 : 0 , 
வரையப்பட்ட தொடுகோடுகள் 2 : 3 என்ற விகிதத்தில் இருந் 
தால் , ந - யின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என்றும் இந்த மூன்று 
வட்டங்களின் மையங்களும் ஒரு நேர்கோட்டில் அமைந்துள்ளன 
என்றும் நிறுவுக . 


P ( 1 ) என்றால் , கொடுத்த இரு வட்டங்களுக்கு வரைந்த 
தொடு கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே S1 , S 1 ஆகும் ... 


எடுகோள்படி , 


S11 

11 


- 
- 


951 


3511 


- 


S.X + 14) 


அதாவது 


2 


9 ( x + y 

4x ; - 8y1 -- 3 ) 
3 ( 31+ y + 8x1 + 5 + 1 ) 


அதாவது 5 (x2 + y ) - 68x1 


31 


92y1 


* 


- ச 


0 


வா 


P- யின் நியமப்பாதை , 


68 


92 


31 


x + y 


- * 


-டர் 


5 


5 


என்ற வட்டம் ஆகும் . 


34 
இதன் மையம் cs 

5 


46 


5 


--- 
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கொடுத்த இரு வட்டங்களின் மையங்கள் முறையே , 


5 
C1 ( 2 , 4 ) , c , 

ஆகும் . 
* 4 
CI , C , இவைகளை இணைக்கும் கோடு , 

Y 

5 
4 + 

2 13 
-2 2 + 4 
13 18 { 9-4 } = 13 { 1-2 ) 
1 அதாவது 13x 12y + 22 = 0 


9-91 . - (1 +3) , 

9+ 


-- 


- 


2-20 


( 1 ) 


- .. 


இதில் 3 


34 
5 


46 
5 


( ) -ஐப் பிரதியிட்டால் , 
(31) -12 ( 1 ) 


13 


+ 22 


இது சமனடைகிறது . 


Cy , ca , cs என்ற மூன்று மையங்களும் ( 1 ) குறிக்கும் 
கோட்டில் அமைந்துள்ளன . 

prx , 4 ) 

3 :1+ 
மாதிரிக் கணக்கு 5 . 

( -1 


-- 


G 


- 


3x 


- 


லிருந்து S = x + y 

0 என்ற வட்டத்திற்கு வரைந்த 
தொடுகோடுகளின் நீளம் 2 என்றால் அந்தப் புள்ளிகள் யாவை ? 


P ( x1 y1 ) என்ற புள்ளி , கொடுத்த நேர்கோடு x - y + 1 = 0 
என்பதன் மேல் இருப்பதாகக் கொள்வோம் . 


31 


0 


( 
1 
) 


y1 +1 
9. = x + - 


தொடுகோட்டின் 


P ( x , y1 ) - லிருந்து S -- 0 - க்கு வரைந்த 
நீளம் , 


VS1 


- 


2 


அதாவது 31 + y1 * - 3x 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) இவைகளிலிருந்து y1- ஐ விலக்கினால் 

x1 * + ( x + 1 ) - 3x | 4 
N + -- , - 31 + I - 4 10 


பட்ட 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


3 


- 


0 


x1 


-- 


- 


27,2-3X +27 - > -- 

x ( az - 3) +1( 23-3) 2 0 
அதாவது 2x 2 

( 07 2293 
7 ° 

இ 3 ) +2 (33 
4 + 126 ) - 

-49201 


-- 


3 
- 1 அல்லது 

2 
23 - 

* 
5 

கிடைக்கும் . 
2 

4+ 20 
ஆகவே x - y +1 = 0 என்ற நேர்கோட்டின் இரண்டு புள்ளி 
களிலிருந்து வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் நீளம் 2 ஆக 
இருக்கும் . 


when a =- 


sh 


3 


5 


அப் புள்ளிகள் (-1,0 ) , ( 


2 


O 


P (x , si ) 


மாதிரிக் கணக்கு 6 : 

S = x + y - a = 0 என்ற வட்டத்தைக் குறித்து ( x ) , y ) 
என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு ( polar ) , S = ( x - aj + y_a = 0 
ற வட்டத்தைத் தொட்டால் , 
தொட்டால் , y * + 2ax 

sa2 என்று 
நிறுவுக . 


என் 


- 


பிS 


S = 0 - வைக் குறித்து P ( x1 , y ) -ன் இசைக்கோடு 
a = 
10 அல்லது 1 + yy - ae O 
. 


-- 


TTE 


ஆகும் . 


S = 0 - வின் மையம் C ( a , 0 ) , ஆரம் a c-யிலிருந்து ( 1 )-க்கு 
உள்ள செங்குத்துத் தூரம் , 

ax 

ae 
V x2 + yu 


- 


- 


( 1 ) -க் குறிக்கும் இசைக் கோடு S 


0 - வைத் தொட்டால் , 


ax ) - a 


a 


x + y 


அதாவது a ( x - a ) . 


a " (x2 + y1 ) 


அதாவது 


y 


+ 2ax / 





-- 
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- 


மாதிரிக் கணக்கு . 2 : 
S = x + y 

a ) என்ற வட்டத்தின் AB என்ற நாண் 
அந்த வட்டத்தின் மையத்தில் 90 ° -ல் எதிர் 

கொள்கிறது 
( Subtends 90 ° at the centre ) AB- யின் நடுப்புள்ளியின் நியமப் 
பாதை என்ன ? 


என்போம் . அதனால் 


AB- யின் நடுப்புள்ளி 

M ( x ) , y ) 
AB- யின் சமன்பாடு S1 S ஆகும் . 


- 


ae 


அதாவது xx1 + yy1 

a 

= x + y * 
அதாவது xX1 + yy1 -- ( x + y12 ) = 0 


( 1 ) 


S = 0 என்ற வட்டத்தின் மையம் ஆதி ஆகும் . 


காண , 


0A , OB இவைகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 
SS = 0 - வை ( 1 ) -ன் உதவியால் , சமபடித்தானதாக்க வேண்டும் . 
( 828 ) . 


அப்படிச் செய்தால் OA , OB- களின் சமன்பபடு , 


8 


x + y " 


a 


xx + yy | 
x + y 


) 


0 


அதாவது ( x1 + y12 ) " ( x + y ) - a " ( xx + yyx ) = 0 
அதாவது x { ( x1 * + y1 ) " - ax } + y { (x + yi ) -a y } 

- 

X1 y1 xy = 0 


2a 


OA 1 OB என்றால் x " - ன் குணகம் + x " - ன் குணகம் = 0 


ஃ ( x + y1 * ) " - alex1 + ( x + y ) - a y . ” = 0 


அதாவது 2 ( x + y ) 2 


a " ( x + y13 ) 


s 


x12 + y + 0 என்பதால் , x12 + y 2 


을 


- 


2 


எனவே M ( xl , yr ) - ன் நியமப்பாதை ( கீழ்க்குறி 1 - ஐ நீக்கிய 
பின்பு) x + y ) 


+ y * = ( 2 ) 
இது - 


ஆரமுடைய வட்டம் . 
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+1 


- 


a என்ற 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 

( d . B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S = x + y3 
வட்டத்திற்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகள் , தொடுநாண் ஆகிய 
மூன்று கோடுகளுக்குள் அடங்கிய முக்கோணத்தின் பரப்பு 


2 


ai ) 


2 


- 


a ( da + B 

+ B 


என்று நிறுவுக . 


2 


P ( c , p ) 





படம் 43 . 


. 


P ( d , B ) , 
என்போம் . 


PA , PB தொடுகோடுகள் , 


AB தொடு நாண் 


-AB- க்கு - ஆக PM வரைக . இதனால் AM = MB 


வேண்டிய முக்கோணமாகிய A PAB - யின் பரப்பும் 

1 

AB . PM = AM , PM 
2 


-- 


அதாவது A 


PAR 


பா 


PM2 PM 


. 


( 1 ) 


- 


a 


AB- யின் சமன்பாடு x + By -- a = 0 

( d ) + B ( B ) 
PM = 

VJ2 + B2 
d² + B as 
va 2 + B 


( 19 : 2 ) 


- 
- 


மேலும் , AP = NSI 


2 + 32 - a 


- 


கை 
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பொறியியற் கணக்கு . 


Apa - PM 


- 


2 + 2 - 


--- 


02 


( d + B - a ) 2 
c * + B2 

+ 82 
a + நி 


( d . + B ? 


- 
- 


-- ) 


எ *) (1 - 


aa 


- 
-- 


( 2 + 32 - a ) . 


s + B " 


VAP2 


+ 


PM2 


- 
- 


a ( 2 + B2 a ) 

( 2 + 32 ) 


இதை ( 1 ) -ல் பிரதியிட்டால் , 


முக்கோணத்தின் பரப்பு 


2 


- 


cle + B2 - a 

+ B 


2 


a ( ue + B 2 -a ) 

( d- + se + 
( d * + 8* -c ) 

( d + B ) 


| 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 
S = x + y aa = O 

வட்டத்தைக் குறித்து 
L = x + my + n = 0 என்ற கோட்டின் இசைப் புள்ளி ( pole ) , 
L = 1 + m y + 0 என்ற கோட்டில் இருந்தால் , 


என்ற 


- 


ப 


- 


- 


ஆனால் 


L 0 - வின் இசைப்புள்ளி P ( x ) , y1 ) என்போம் . 
அதன் ( P- யின் ) இசைக்கோடு S. 0 . 


டிடி - 


- 


அதாவது xX1 + yyi 


a2 


0 


( 1 ) 


எனவே , ( 1 ) -ம் Ix + my + n = 0 என்ற கோடும் ஒன்றையே 
குறிக்கும் . 


- 


-- 


W 


m 


a21 


-am 


+ 


31 


y1 


11 
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அதாவது L = 0 - வின் இசைப்புள்ளி 


P 


(( , "" ) 


எடுகோள்படி P என்ற புள்ளி L = 0 - வின் மேல் உள்ளது . 


r ( 3 ) 


+ m 


(= " ) 


+ 


O 


அதாவது a ( ll + mm ) 


- 


nn 


.. 


( 2 ) 


L 


கா 


( 2 ) சமச்சீருள்ளதால் , 
லின் மேல் இருக்கும் . 


0 - வின் இசைப்புள்ளி L = 0 


- - 


குறிப்பு : - 

0 . 

O ஆகிய இந்தக் 
துணையியக் கோடுகள் ( conjugate lines ) என்பர் . 


கோடுகளை 


பயிற்சி 4 . 


1. கீழ்க்கண்ட வட்டங்களின் மையத்தையும் ஆரத்தையும் 
காண்க . 


( அ ) 2 + y 
( ஆ ) + y 


8x + 4y 1 0 
23 

4y + 5 = 0 


2 


- 


2. மையம் 3.x + 4y + 1 = 0 என்ற கோட்டின் மேல் உள் 
ளதும் ( 4 , -3 ) , ( -1,2 ) என்ற புள்ளிகள் வழியாகச் செல்வது 
மான வட்டம் எது ? 


3 . 


( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்று x , y அச்சுகளைத் 
தொடும் வட்டங்கள் யாவை ? 


என்ற 


4. ( 3 , 1 ) புள்ளியை மையமாகக் 

கொண்டு 
4x + 3y 9 என்ற கோட்டைத் தொடும் வட்டம் யாது ? 


-- 
- 


5. A ( 2 , 0 ) , B ( --2 , 0 ) என்பவை இரு நிலையான புள்ளி 
கள் . + 

APP + EP2 = 16 என இருக்கும்படி என்ற புள்ளி நகர்ந் 
தால் அதன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என நிறுவுக . அதன் 
மையம் , ஆரம் காண்க . 


36 x 


6 . 3x + 4y -- 12 = 0 , 3x - 4y x = 0 ஆகிய 
மூன்று கோடுகளைப் பக்கங்களாக உடைய ஒரு முக்கோணத்தின் 
உள் வட்டம் ( incircle ) காண்க . 

பொ . க . - 22 


பொறியியற் கணக்கு 


7. x + y + 2gx : + : fy + c == 0 என்ற வட்டத்தின் மேல் 
உள்ள எந்த ஒரு புள்ளியிலிருந்து x + y + 2 ! x + 2fv + c = 0 

வட்டத்திறகு வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் 
- c என்று காண்பிக்கவும் . 


என்ற 


8 . 


- 


0.x + y 


ஒரு புள்ளியிலிருந்து x + y + 4x + 3 
- 6x + 5 = 0 என்ற இருவட்டங்களுக்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடுகளின் நீளங்கள் 1 : 2 என்ற விகிதத்தில் இருந்தால் . அந்தப் 
புள்ளியின் 

நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என்று காண்பிக்கவும் . 
அதன் மையம் , ஆரம் கண்க . 


9 . 4x - 3y - 5 = ( ) என்பது x2 + 2 + 3x - y - 10 = 0 
என்ற வட்டத்தின் நாண் என்றால் அதன் நீளம் எவ்வளவு ? 


10. x2 + : 4x - 6y - 12 = 0 

x + y + xே + 18y + 26 + 


- 


0 


என்ற வட்டங்கள் வெளியே தொட்டுக் கொள்கின்றன ( touch 
each other externally ) என்று காண்பிக்கவும் . பொதுத் தொடு 
கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
3x + 4y 16 

= 0 

என்ற கோடு x + y 2x 
+ 6y - 15 0 

வட்டத்தைத் தொடுகிறது என்று 
காண்பிக்கவும் . தொடு புள்ளியைக் காண்க . 


11 . 


- 


என்ற 


5 


12. ( 4 , 6 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து x + y * - 2x - 4y - 4 = 0 
என்ற வட்டத்திற்கு வரையப்படும் இரண்டு தொடுகோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாடு யாது ? 


13. ஆதியிலிருந்து x + y + 10x + 10y + 40 = 0 என்ற 
வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் சமன் 
பாடு காண்க . அவைகளுக்கிடையே உள்ள குறுங்கோணம் யாது ? 


14 . 

ஒரு வட்டத்தைக் குறித்து ஏதாவது ஒரு புள்ளியின் 
இசைக்கோடு , அந்தப் புள்ளியையும் வட்டத்தின் மையத்தையும் 
இணைத்த நேர்கோட்டுச் செங்குத்தாக இருக்கும் என்று நிறுவுக . 


15. ( 2 , 3 ) , ( -7 , -12 ) என்ற புள்ளிகள் 

x " + y " - 6x - 8y - -1 = 0 என்ற வட்டத்தைக் 
குறித்து துணையியப் புள்ளிகள் (conjugate points ) என நிறுவுக . 
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2 


16. Ix + my = 

1 என்ற நேர் கோட்டில் உள்ள புள்ளிகளி 
லிருந்து x + y என்ற வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு 
நண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் 

நியமப்பாதை x + y 

a 
( Ix + my ) 

0 என்று நிறுவுக . 


- 


விடைகள் 


1. ( அ ) ( 4 , - 2) . 21 , ( ஆ ) ( 1 , 2 ) , 0 ( point circle ) 


x + y 


- - 
2x + 2y 


11 


பா 


0 


23 


3. - x2 + y " 

x2 + y " 


2y + 1 = 0 
10x -- T0y -- 25 


--- 


4. x2 + y : 


214 
6x - 2y + 

25 


... 


0 


5. ( 0 , 0 ) , 2 


6.x + y 


16 +9 


0 


-- 


8 . 


( 31.0 ) . 9 9. 5 


10 , 5x + 12y + 19 = 0 


11. ( 4 , 1 ) , 


12. 7x2 - 24xy + 88x + 96y - 464 = 0 


13 . 


332 


1 


-- 


- 


- 10 , 


10.xy + 3 " 


tan 


( 5 ) 


துணை அதிகாரம் 5 . 
வட்டத் தொகுதி 
( System of circles ) 


544. இரண்டு வட்டங்களுக்குப் பொதுவான தொடுகோடுகள் 

( Common tangents to two circle ) 

A , B என்பவை வெட்டிக் கொள்ளாத இரு வட்டங்களின் 
மையங்கள் , 1 , r , அவைகளின் ஆரங்கள் என்போம் . 


நேர் பொதுத் தொடுகோடுகள் ( direct common tangents ) , 
குறுக்குப் பொது தொடுகோடுகள் (transverse common tangents 
AB- யில் முறையே S , S , என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் 

AS , 
S ; B 

BS , 


AS , 


840 


பொறியியற் கணக்கு 


G 


A 


5 


8 


படம் 44.. 


குறிப்பு : வெட்டிக் கொள்ளும் இருவட்டங்களுக்குக் குறுக்குப் 
பொது தொடுகோடுகள் இல்லை . 


845. குத்து வட்டங்கள் ( Orthogonal circles ) 

வரைவிலக்கணம் S , S என்ற இருவட்டங்கள் P , P என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் . P அல்லது P என்ற புள்ளியில் தொடும் 
தொடுகோடுகளுக்கு இடையில் உள்ள கோணம் 90 ° என்றால் , 
அவ் வட்டங்களை குத் துவட்டங்கள் என்கிறோம் . 


S 


P 


90 ° 


( 


படம் 45 . 


C , C என்பவை S , S என்ற வட்டங்களின் மையங்கள் 
என்போம் . CP , C P என்பவை மேற்படி வட்டங்களின் ஆரங் 
கள் . 

S , S என்பவை குத்து வட்டங்கள் என்பதால் PC என்பது . 


--- 
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S- ன் தொடுகோடாகவும் , PC என்பது S - ன் தொடுகோடாகவும் 
இருக்கவேண்டும் . அதாவது ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் மற்றைய 
வட்டத்திற்கு தொடுகோடு ஆக வேண்டும் ( படம் 45 ) . 


- 


ஆவதற்கான 


46. SS = x + y : -- 2gx + 2fy + c = 0 

S = x + y + 2g x + 2f y + c 
என்ற இரு வட்டங்கள் 

குத்து 

வட்டங்கள் 
நிபந்தனை 
S 0 - வின் மையம் C ( -g , -f ) , 
ஆரம் 

cP vg + f " -c 


பா 


- 


- 


S = 0 - வின் மையம் c ( --g , - f ) , 

ஆரம் + c P ( 8 )- + ( f ) 2 - c 


Cc = V ( g - g ) + ( f - f ) ( படம் 45 ) 


S = 0 , S = 0 ஆகியவை குத்து வட்டங்கள் என்றால் ,, 
( cc ) . 

c / 2 + ( c P ) 


- 


அதாவது ( g - g ) + ( f - f ) . 

= g + - c + ( g ) : + ( f ) - 


-2gg 


cc 


2ff 


- 


- 


- 


அதாவது -2gg + 2ff 


C + 


$ 47 . சமத்தொடு அச்சு ( Radical Axis ) 

எந்த ஒரு புள்ளியிலிருந்து கொடுத்த இரு வட்டங்களுக்கு 
வரையப்படும் தொடுகோட்டு நீளங்கள் சமமாகின்றனவோ , 
அந்தப் புள்ளியின் நியமப்பாதை சமத்தொடு அச்சு எனப்படும் . 


குறிப்பு : சமத்தொடு அச்சு என்பதை இனிச் சுருக்கமாக 
ச . அச்சு என்று குறிப்பிடுவோம் . 


$ 47.1 . S = x + y + 2gx + 2fy + c = 0 

S = x + y -- 2gx + 2f " y + c 
என்ற இருவட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு 


O 


P ( z4,3 ) 


B 


சமத்தொடுஅச்சு 


அல்லா 
342 

பொறியியற் கணக்கு 
AAL 
CC 

படம் 46 . 
P ( xl , y , ) என்பது ச . அச்சின்மேல் ஒரு புள்ளி என்போம் . 

P- யிலிருந்து S = 0 , S " O ஆகிய வட்டங்களுக்கு 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளங்கள் சமம் . 

VST VS.I , அதாவது S11 = S11 
அதாவது 

x + y + 2gx1 + 2fy + c = x1 * + y1 + 2g x + 2f yi + c 
அதாவது 2 ( g - g ) x + 2 ( f - f ) y + ( c - c ) = 0 

( x , y1 ) -ன் நியமப்பாதை 
2 ( g - 8 ); x -- 2 ( f - f ) y + ( c - : c ) = 0 

சுருக்கமாக S - S = 0 


- 


- 


குறிப்பு : 1. ச . அச்சின் சமன்பாடு . ஒருபடிச் சமன்பாடு 
என்பதால் , அது ஒரு நேர்கோடாகும் . 


2. ச . அச்சின் சரிவு .-- * 
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மையப் பிணைகோடு ( line of centres ) 

f - 
cc - ன் சரிவு 


g - g 


( ச . அச்சின் சரிவு ) x ( cc - ன் சரிவு ) 


- 


- 


1 


மையப் பிணை கோட்டுக்குச் செங்குத்தாக 


எனவே 

ச . அச்சு 
அமைந்துள்ளது . 


3 . ச . அச்சின் சமன்பாட்டை S - S = 0 என்று எழுதும் 


போது S = 0 , S = 0 என்பவை நியம வடிவத்தில் இருக்க 
வேண்டும் என்பதை நினைவில் கொள்ள வேண்டும் . 


{". 


படம் 47 ( a ) . 


படம் 47 ( b ) . 
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- 


4. S = 0 . 

S 0 என்ற 

என்ற வட்டங்கள் வெட்டிக்கொண் 
டால் - அவைகளின் ச . அச்சு பொது நாண் ஆகும் ( படம் 47 ( a ) ] 

5. அந்த வட்டங்கள் ( உள்ளிலோ அல்லது வெளியிலோ ) 
தொட்டுக் கொண்டால் அவைகளின் ச . அச்சு பொதுத் தொடு 
கோடு ஆகும் ( படம் 47 ( b ) ] . 


6. இரண்டு வட்டங்களின் பொதுத் தொடு ச . அச்சினால் 
இரு சம கூறாக்கப்படும் ( படம் 47 ( c ) ] . 


--- 


படம் 47 ( c ) : 


8 48. S = x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 

S = x + y + 2g x + 2f " y + c = 0 

S " = x + y + 2g " x + 2f " + c " = 0 
என்ற மூன்று வட்டங்களில் ரண்டிரண்டாக எடுத்துக் கொண் 
டால் அவைகளின் ச . அச்சுகள் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும் . 


கொடுத்துள்ள வட்டங்களில் மூன்று ச . அச்சுகளின் சமன் 
பாடுகள் , 


S - S = 0 


( 1 ) 


HR . 


.. 





S " 


= 


- 


( L + 


( 2 ) 


.. 


S " O 

( 3 ) 
ஆகும் . 

இப்போது ( 1 ) -ம் ( 2) -ம் சந்திக்கும் புள்ளி P ( x , y ) என் 
போம் . இதனால் , 

S ) - S 
S - S " 0 


- 
- 


கா 


- 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


345 


இவைகளைக் கூட்டினால் S. - S1 " = 0 


( 4 ) 


-- 


சமன்பாடு ( 4 - லிருந்து P ( 3 ) என்ற புள்ளி S " 
அதவது ச அச்சு ( 3 ) -ன் மேலும் உள்ளது என்று தெளிவாகிறது . 


அதாவது மூன்று ச . அச்சுகளும் ஒரே புள்ளியில் வெட்டு 


கின்றன . 


குறிப்பு : இந்தப் பொதுப் புள்ளிக்கு சமத்தொடு அச்சு சந்தி 
( Radical centre ) என்று பெயர் . 


849. S S என்ற இரு வட்டங்களையும் செங்குத்தாக வெட்டும் 
வட்டத்தின் மையம் , S , S - களின் 

ச மததொடு அச்சில் 
இருக்கும் . 


கொடுத்துள்ள இரு வட்டங்களின் சமன்பாடு 

S = x + y + 2gx + 2 y + c = 0 


மற்றும் S = x + y -- 2g x + 2 y + = 0 என்போம் . 


= x + - 26 + 2F + c 0 
என்ற வட்டம் S , S - களை செங்குத்தாக வெட்டட்டும் . 


இதனால் 2gG + 2 / F = c + C 

மற்றும் 2g G + 2f F c + C 
கழித்தால் 2 ( g - g ) G + 2 ( f - f ) F = c - c 

-வின் மையம் ( - G. - F ) 


( 1 ) 


- 


S. S - களின் ச . அச்சு 2 ( g - g ) x + 2 ( f - f ) + c - c 0. ( 2 ) 

( 2 ; -ல் ( - G , - F ) இட்டால் 

2 ( g - g ) ( - G ) + 2 ( f - f ) ( - F ) + ( c - c ) = 0 
அல்லது 2 (3 - g ) G + 2 (f - f ) F = = 

( 3 ) 
( 1 ) -ம் ( 3 )- ம் ஒன்றாக இருப்பதால் -வின் மையம் S.S-களின் 
ச . அச்சாகிய ( 2 ) -ல் இருக்கிறது . 


850. பொது அச்சு வட்டங்கள் ( Coaxal circles ) 

ஒரு வட்டத் தொகுதியில் ( system of circles ) உள்ள எல்லா 
வட்டங்களுக்கும் ஒரே ஒரு சமத்தொடு அச்சு இருக்குமானால் , 
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அந்த வட்டத் தொகுதிக்கு பொது அச்சு வட்டத் தொகுதி 
( அல்லது பொதுவச்சு வட்டங்கள் ) என்று கூறுவர் . 


குறிப்பு : பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியைச் சுருக்கமாக 
“ பொ . வ . தொகுதி என்று குறிட்பிடுவோம் .. 


$ 51 . பொது வச்சு வட்டத் தொகுதிக்கு மிக எளிய ( simplest ) 

சமன்பாடு 


as 


PI 
யமுனக 


( 
CS 


x 


படம் 48 . 


மையப் பிணைகோட்டை ( line of centres ) x - அச்சாகவும் , சமத் 
தொடு அச்சை ) -அச்சாகவும் , இவைகள் சந்திக்கும் 0 என்ற 
புள்ளியை ஆதியாகவும் எடுத்துக் கொள்ளவும் . 


இந்த வட்டத் தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களின் மையங் 
களும் X - அச்சில் அமைந்துள்ளதால் , அவைகளின் ( மையங்களின் ) 
y- ஆ . தொ . பூச்சியமாகும் . 


. 


எனவே அந்த வட்டத் தொகுதியின் ஒரு மாதிரி வட்டம் 
x + y + 2 / x + c = 0 

( 1 ) 
ஆகும் . இதில் A- வும் , c- யும் ஏதாவது மாறிலிகள் ( arbitrary 
constants ) 

ச . அச்சில் உள்ளதால் , ஆதியிலிருந்து ( 1 ) -க்கு 
வரையப்பட்ட தொடுகோட்டின் நீளம் 

10 + 0 + 0. + c = c 


ஆதி 
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இந்த நீளம் வட்டத் தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களுக்கும் 
பொருந்தும் . எனவே ( ஏதாவது ஒரு மாறிலி அல்ல , ஆனால் 
ஒரு நிலையான மாறிலி ( c is net tin arn itrary cr nstant but a fixed 
constant ) . 

எனவே ( 1 ) -ல் A மட்டும்தான் ஏதேனும் ஒரு மாறிலி 
arbitrary constant ) . 


எனவே பொ.வ. தொகுதிக்கு நாம் விரும்பிய மிக எளிய 
சமன்பாடு x2 + y + 2 x + c = (0) ஆகும் . 


குறிப்பு : மேலே கண்ட சமன்பாட்டில் -க்குத் தரப்படும் 
ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் வட்டத் தொகுதியின் ஒரு வட்டம் 
கிடைக்கும் . 


852 . 


எல்லைப் புள்ளிகள் ( Limiting points ) 
851 - ல் கண்ட பொ . வ . தொகுதி ( 1 ) -ன் ஆரம் 
மையம் ( --A . 0 ) 


VX2 - c , 


ம 


எனவே அந்த வட்டத் தொகுதியின் ஒவ்வொரு வட்டமும் 
உண்மை வட்டமும் உண்மை வட்டமாக இருக்கவேண்டும் . 
என்றால் அவைகளின் ஆரம் நேர்க்குறி ( positive sign ) உடைய 
தாகவேண்டும் . 


அதாவது 12 - 

- c > 0 


கம் 


அதாவது ( A- Va ) ( 1 + € ) > 0 
: A > c அல்லது X 

G 
அதாவது L ( V , 0 ) , 1 ( - 00 ) என்ற புள்ளிகளுக்கு 
இடையில் வட்டத் தொகுதியின் மையங்கள் அமையக் கூடாது . 


எனவே இந்த புள்ளிகள் 

L ( VC, O ) மற்றும் 1 ( , ) 
எல்லைப் புள்ளிகள் என்ற பெயர் பெறுகின்றன . 


V 


- 


பா 


. 


மேலும் 121 b அல்லது X 
என்றால் வட்டத் தொகுதியின் ஆரம் 


O 


அதாவது பொ . வ . தொகுதியில் இரண்டு வட்டங்களின் 
மையங்கள் ( + V7 , 0 ) . அவைகளின் ஆரங்கள் = 0 . 
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என வே L ( VC. 0 ) . L ( - c . o ) என்ற எல்லைப் புள்ளி 
கள் பொ.வ. தொகுதியின் புள்ளி வட்டங்கள் ஆகும் . இவை 
களும் அதாவது தொகுதியின் உறுப்புக்களே என்பதை நினைவில் 
கொள்ள வேண்டும் . 


153. முக்கிய குறிப்பு 

ஆதியிலிருந்து வட்டத் தொகுதியிலுள்ள எல்லா வட்டங் 
களுக்கும் வரையப்பட்ட தொடு கோடுகளின் நீளங்கள் என்று 
851 - ல் பார்த்தோம் . எனவே , 

( i ) c > 0 என்றால் ஆதியும் ( அதனால் ச . அச்சும் ) பொ.வ. 
தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களுக்கும் வெளியே உள்ளன என்று 
தெளிவாகிறது . அதாவது பொ.வ. 

அதாவது பொ . வ . தொகுதி வெட்டிக்கொள் 
ளாத தொகுதி ( non - intersecting system ) ஆகும் . மேலும் , L , L 
என்ற எல்லைப் புள்ளிகள் உண்மையான புள்ளிகளாகும் . ச . அச்சு 
எல்லா வட்டங்களுக்கும் வெளியில் இருக்கும் . 
( ii ) c < 0 

என்றால் , 

ஆதியும் ( அதனால் ச . அச்சும் ) 
பொ . வ . தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களுகும் உள்ளே 
உள்ளன என்று தெளிவாகிறது . அதாவது பொ . வ . தொகுதி 
வெட்டிக்கொள்ளும் தொகுதி ( intersecting system ) 

ஆகும் . 
ஆனால் , L , L என்ற எல்லைப் புள்ளிகள் கற்பனைப் புள்ளிகள் 
ஆகும் . ச . அச்சு பொது நாண் ஆகும் . 

( iii ) c = 0 என்றால் ஆதியும் ( அதனால் ச . அச்சும் ) 
பொ . வ . தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களுக்கு மேல் இருக்கும் 
எனத் தெளிவாகிறது . அதாவது பொ.வ. தொகுதி தொட்டுக் 
கொள்ளும் தொகுதி ( touching system ) ஆகும் . L. L என்ற இரு 
எல்லைப் புள்ளிகளும் ஆதியாகிய ஒரே புள்ளியில் ஒன்றிவிடும் 
( Linating points coincide with the origin ) ச . அச்சு எல்லா 
வட்டங்களையும் தொடும் . 

( iv ) 851- ல் பார்த்த பொ . வ . தொகுதியின் சமன்பாட்டைப் 
பின் வருமாறு எழுதலாம் . 
1 

0 


* (x + y*) + 2x + * 


0 


A – 0 என்றால் , x = 0 ஆகும் . 
அதாவது A என்றால் , 

வட்டத் தொகுதியின் ஒரு 
உறுப்பாக x = 0 என்ற ச . அச்சு கிடைக்கிறது . 

எனவே ச . அச்சும் அந்த பொ.வ. தொகுதியின் ஒரு சிறப்பு 
* உறுப்பாகக் கொள்ள வேண்டும் . 
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854. x + y + 2Ax + c = 0 ... 

( A ) 
என்ற பொ . வ . தொகுதிக்குச் செங்குத்தாக மற்றொரு பொ . வ . 
தொகுதி ( Orthogonal coaxal system ) 


கொடுத்துள்ள தொகுதிக்குச் செங்குத்துப் பொ.வ. தொகுதி 
x + y + 2Gx + 2Fy + k = 0 

( 1 ) 
என்போம் இங்கே , G. F , k என்பவை ஏதாவது மாறிலிகள் 
( orbitrary constants ) ஆதம் . 


( 1 ) -ம் , ( A ) - யும் செங்குத்து என்பதால் , ( 1 ) -ன் மையம் 
( A ) - ன் ச . அச்சில் ( அதாவது . 0 - வில் ) இருக்க வேண்டும் . 


--- 
- 


எனவே G = 0 


மேலும் , 21 , G + 2 . 0 . F 


- 


ctk 


அதாவது 


0 + 0 


- 


c + k 


அதாவது 


k : 


C 


( A -யில் C என்பது நிலையான மாறிலி ( fixed constant ) 


ஃ k- யும் நிலையான மாறிலி ஆகும் . 


( 1 ) -ல் F- க்குப் பதிலாக 4 எழுதினால் செங்குத்துப் பொ.வ. 
தொகுதியின் சமன்பாடு 
x + y2 + 24p - c = 0 

( B ) 
ஆகும் . இதில் மாத்திரம் ஏதாவது மாறிலி. 


குறிப்பு : 1 . 

( A ) , ( B ) இவைகளை இணை பொது வச்சு 
வட்டத் தொகுதிகள் ( conjugate couxal system ) என்று அழைப்பர் . 


2. ( B ) - யின் மையங்கள் - அச்சில் ( அதாவது ( A ) - யின் 
ச . அச்சில் ) உள்ளன . அதன் ச . அச்சு x- அக்சு ( அதாவது 

யின் மையப்பிணை கோடு ) ஆகும் . 


3. ( A ) - யின் எல்லைப் புள்ளிகள் L ( Ac , 0 ) , L (-c, 0 ) 
( B ) - யைச் சமனடையச் செய்கின்றன . எனவே , எல்லைப் புள்ளி 

வழியாகச் செல்லும் வட்டங்கள் எல்லாம் செங்குத்து 
வட்டங்கள் ஆகும் . இதன் மறுதலையும் ( converse ) உண்மையே . 


களின் 
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855. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் இரண்டு வட்டங்கள் 

தெரிந்தால் அந்த பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் சமன் 
பாடு காணலாம் . 


S = x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 

S = x2 + y : + : g x + 2f y + c 
என்பவை கொடுத்த இரு வட்டங்கள் என்போம் 


S + A S = ( 1 + A ) ( x2 + y ) + 2 ( g + Ag ) x 

+ 2 ( f + Af ) y + ( c + Ac ) = 0 


( 
A 
) 


அல்லது 

2 ( g + g ) 2 ( f + Af ) 
= x + y + 

x + 
1+ ) 

1+ ) 
என்பதை இப்போது ஆராய்வோம் . 


- 


y + 


( + Ac 
1 + A 

= 0 ( A ) 


= 


( A ) - ன் வடிவத்திலிருந்து X- வின் எந்த ஒரு மதிப்புக்கும் 
( A + - 1 ) , S + AS = () என்பது ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 
S + AS = 0 என்பது ஒரு வட்டத் தொகுதியைக் குறிக்கும் . 
இந்தத் தொகுதிக்கு ஒரே ஒரு ச அச்சு உண்டென்று இப்போது 
காண்பிப்போம் . 


( A ) - ன் இரண்டு மாதிரி வட்டங்களை ( representative circles ) 
எடுத்துக்கொள்வோம் . 


அதாவது 


2 ( g + Ag ) 2 ( f + Af ) c + Ac 
x- 

y + 
1 + A1 1 + A , 

1+ 


x + y + 


- 


0 ( 1 ) 


2 ( g + A2g ) 2 ( f + Agf ) 

x + 

1 + 1 


2+ y + 


-- 


( + / c 
1+ , 


y + 


0 ( 2 ) 


1+ 


( 1 ) , ( 2 )-களின் ச . அச்சின் சமன்பாடு 

( g + A ) g + A , g 
2 
( 1 + A1 ) 1 + A , 

f + Af f + A2f " 
+ 2 1+ A1 

1 +2 
c + c 

c + Mc 
+ 

1 + A1 1 + 


21 


x ) 


-- 


T 


-- 


என்ற 


-r 


உரூம் 
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"இதை சுருக்கினால் 

A , - 1 , 
( 1 + 11 (1+ ) 

[ 2 ( g - 3 ) x + 2 (f - f ) y + c - c ] = 0 
இங்கே X ] + A. ஆகையால் 11 - A, 2 - ஆல் வகுக்க 
லாம் . 
* 2 ( g - g ) x + 2 ( f - f ) y + c - c O 

( 1 ) 
இந்தச் சமன்பாட்டின் 11 , 1 , உறுப்புகள் இல்லை எனவே , 
S + A S = ( ) என்ற தொகுதியில் உள்ள எந்த இரு வட்டங் 
களுக்கும் ( 1 ) பொருந்தும் . அதாவது S + A S = 0 
வட்டத் தொகுதிக்கு ஒரே ஒரு ச . அச்சு உண்டு . அது ( 1 ) 
ஆகும் . 
S = 0 , S 0 என்ற வட்டங்களை 

உறுப்புகளாகக் 
கொண்ட பொ . வ . தொகுதி . 

S + A. S = 0 ஆகும் . அதன் ச . அச்சு S - S = 0 
முக்கியக் குறிப்பு : 

1. S + AS 0 என்பதில் - 1 என்று இட்டால் 
S - S 0 என்ற ச . அச்சு கிடைக்கிறது . எனவே , ச . அச்சை 
பொ . வ . தொகுதியின் ஒரு சிறப்பு உறுப்பு ( special member ) 
எனக் கொள்ளவேண்டும் (353 ( iv ) - ஐப் பார்க்கவும் ] . 

2 . S = 0 , S 0 என்ற இரு வட்டங்கள் வெட்டிக் 
கொண்டால் S + AS 
பொ . வ . தொகுதியைக் குறிக்கும் . அதன் 

ச . அச்சு பொது 
நாண் ஆகும் . எனவே , S. 0 , S 0 என்ற இரு வட்டங் 
கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன் 
பாடு S + AS = 0 ஆகும் . 


hi 
- 


-- 


பார் 


- 


- 


பா 


857 . 


- 


S = x + y + 2gx + 2fy + c == 0 

L = 1x + y + n 
என்பவை முறையே ஒரு வட்டம் , ஒரு நேர்கோடு என்றால் ,, 
S + AL == 0 என்பது Lப 0 என்பதை சமத்தொடு அச்சா 
கவும் , S = 0 என்பதை ஒரு உறுப்பாகவும் கொண்ட ஒரு 
பொது வச்சு வட்டத் தொகுதியைக் குறிக்கும் . 


- 
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என்பது 


A- வின் எந்த ஒரு மதிப்புக்கும் S + AL = 0 
ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் என்பது வெளிப்படை . எனவே , 
-வின் பல மதிப்புகளுக்கு , S + AL = 0 என்பது ஒரு வட்டத் 
தொகுதியைக் குறிக்கும் . 

இந்தத் தொகுதியில் இரண்டு மாதிரி வட்டங்களை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . 


- 


0 
இவைகளின் ச . அச்சு ( S + A1 L ) - ( S + X , L ) 0 
அதாவது ( 11 - X , ) L = 0 
ஆனால் A1 + A , . L = 0 


இதில் A. X , ஆசியவை காணவில்லை . ஆகவே , -வுக்கு 
எந்த மதிப்பு இருந்தாலும் மேற்படி தொகுதியின் ச . அச்சு L = 0 
ஆகும் . 


ஒரு வட்டமும் ச . அச்சும் தெரிந்தால் பொ.வ. தொகுதி 
சமன்பாடு S + AL = 0 ஆகும் . 

. 


என்ற 


-- 


குறிப்பு : 1 . S = 0 என்ற வட்டமும் - O 
நேர் கோடும் இரண்டு புள்ளிகளில் 

வெட்டிக் கொண்டால் , 
S + AL = 0 என்பது ஒரு வெட்டும் பொ.வ. தொகுதியைக் 
குறிக்கும் . 


எனவே S = 0 என்ற வட்டமும் L = 0 என்ற கோடும் 
வெட்டும் புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு வட்டத்தின் 
சமன்பாடு S + AL = 0 ஆகும் . 


2 . பொ . வ . தொகுதியைப் பொறுத்த கணக்குகள் செய்யும் 
போது மேற்படி பொ . வ . தொகுதியை S + AS = 0 என்ற 
உருவத்தில் தேர்ந்தெடுப்பதை விட S + AL = ) 
வடிவத்தில் தேர்ந்தெடுப்பதில் நன்மை பயக்கும் . கணக்கு செய் 
வது எள தாகவும் இருக்கும் . 


என்ற 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

S = x + y 1 0 

S = x + y 2x 6y + 6 = 0 
என்ற இரு வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் பொதுத் தொடுகோடு 
களின் சமன் பாடுகளைக் காண்க 


- 


- 
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S = 0 - வின் மையம் A ( 0 , 0 ) , ஆரம் = r = 1 


S = 0 - வின் மையம் B ( 1 , 3 ) , ஆரம் = re = 2 


AB2 = 12 + 32 

AB = - 10 > rl + rs 
எனவே வட்டங்கள் வெட்டிக்கொள்ளவில்லை . அதனால் மேற்படி 
வட்டங்களுக்கு இரண்டு நேர் பொதுத் தொடுகோடுகளும் இரண்டு 
குறுக்குப் பொதுத் தொடுகோடுகளும் உண்டு . அவைகள் A B- யை 
முறையே P , Q என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 


AP 


1 


AQ 
BQ 


- 


2 


P- யின். ஆ . 

தொ . 


1 +0 
1 + 2 


3 +0 
1 + 2 


2 ) 


அதாவது 


( , 1 ) 
Q- வின் ஆ . தொ . ( 

( 1-2 = 2 ) 


அதாவது ( -1 , 


-3 ) 


( x ) , y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S = 0 - வுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


S2 = SS11 
அதாவது ( xx1 + yy1-1 ) 2 


( x + y - a ) ( x +y-- 1 ) 


- 


0 - வுக்கு வரையப்படும் குறுக் 


குப் பொதுத் தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


P ( 3 , 1 )-லிருந்து 
( 3 x + y - 1 ) - ( 4 +1 - 1)(x +y^ -1 ) 


- 


இதைச் சுருக்கினால் , 

4x2 + 3xy 3x + 9y + 5 = 0 
இதேபோல் Q ( -1 , - 3 )-யிலிருந்து S = 0 - க்கு வரையப் 
படும் நேர் பொதுத் தொடு கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு . 

( -x -3y - 1 ) = (x + y - 1 ) ( 1 + 9 - 1 ) 
பொ . க . -23 
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அல்லது 


8x2 


вху 


2x 


6y - 10 = 0 


- 


அதாவது 4x2 


3xy - x - 3y - 5 - 

= 0 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

x + y = 4 என்ற கோட்டில் மையத்தை உடைய S = x + y2 
-4x + 2y + 4 = 0 என்ற வட்டத்தைச் செங்குத்தாக வெட்டிக் 
கொண்டு ஆதிவழியாகச் செல்கிறது . அந்த வட்டத்தின் சமன் 
பாடு காண்க . 


வேண்டிய வட்டம் ஆதிவழியாகச் 

செல்வதால் அதை 
S = x + 2gx + 2fy = 0 என் போம் . இதன் மையம் ( -g , -f ) , 
x + y = 4 என்ற கோட்டில் உள்ளது . 
-g - f = 4 

( 1 ) 


மேலும் S = 0 , S = 0 செங்குத்து விட்டங்கள் 

2g ( -2 ) + 2f ( 1 ) = 0 + 4 


அல்லது 


2g + f = 2 


( 2 ) 


... 


2 


- 


- 


( 1 ) + ( 2 ) ; - 3g 

8 

மேலும் f = - 2 
நாம் விரும்பிய வட்டம் x + y : 


4x - 4y = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

S = x + y + 2x + 3y + 1 = 0 


S = x + y + 4x + 3y + 2 = 0 


ஆகிய இரு வட்டங்களின் பொது நாண் விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


கொடுத்துள்ள 
ச . அச்சு ஆகும் . 


வட்டங்களின் பொது நாண் , 

அவைகளின் 


அதாவது S - S = 0 , அதாவது L = 2x + 1 = 0 


எனவே S = 0 - வும் , L = 0 - வும் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் S + ML = 0 
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அதாவது z = x + y + ( 2 + 2 ) x + 3y + ( 1 + A ) = 0 


இதன் மையம் C 


c [ - ( 1 + A ) . - 2 ) 


3 = 0 என்ற வட்டத்தின் விட்டம் L = 0 என்றால் C என்ற 
மையம் 1 0- வில் இருக்கவேண்டும் . 


-- 


- 2 ( 1 + A ) + 1 = 0 


1 


அதாவது A 


2 


பிரதியிட்டால் , 


நாம் விரும்பிய வட்டம் 


இதை > = 0 - வில் 
கிடைக்கும் . 


அதாவது 2x " + 2y " + 2x + 6y + 1 == 0 . 


ம 


- 


* 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

S = x + y " - 4 , S = x2 + y 2x 4y +4 0 
என்ற இரு வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் சென்று 
.x + 2y - 5 = 0 என்ற கோட்டைத் தொடும் வட்டம் யாது ? 


கொடுத்த வட்டங்களின் பொது நாண்பி 


S " 


0 


-- 


- 


அதாவது L = x + 2y 


O 


அந்த வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் 


ஒரு வட்டம் 


S + A L = 0 


அதாவது = x + y + x + 2xy 


4 ( +1 ) = 0 


இதன் மையம் 

> 
2 


(-.- > ). 


ஆரம் = 


VA + X* +4( x +1) 


5 = 0 என்ற கோட்டைத் 


- 


> = 0 என்ற வட்டம் x + 2y 
தொட்டால் , 


λ 


2 ) 


M 


> 


5 


+2+ 4 + 1 
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5 (A + 2)" - 5 A+ + 182 + 16 


5 ) + 20 / + 20 = 572 + 16 + 16 


ஃ . A = - 1 


இதை z = 0 - வில் பிரதியிட்டால் நாம் விரும்பிய வட்டம் 
கிடைக்கும் . 


அதாவது x " + y - x - 2y = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 

S = x + y + x + 5y - 2 


- 


0 


- 


- 


S = x + y : + 2x + 5y - 4 0 
என்ற இரு வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாக உடையம் 
வட்டம் யாது ? பொது நாணின் நீளம் யாது 

? 


பொது நாணின் ( அதாவது ச . அச்சின் ) சமன்பாடு - S = 0 
அதாவது L = x - 2 = 0 


பொது நாணும் S = 0 என்ற வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழியகாகச் செல்லும் ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு S + AL = 0 
ஆகும் . 


அதாவது z = x2 + y : + ( A + 1 ) x + 5y - ( 2 + 2 ) ) = 0 


இதன் மையம் - 


( - * " ,= ) ஆகும் . 


பொது நாண் z = 0 - வின் விட்டம் என்றால் , ( என்ற மையம் 
L = 0 என்ற பொது நாண்மேல் இருக்கவேண்டும் . 


+ 1 
2 


- 


0 


A = - 5 . 


இதை = = 0 - வில் பிரதியிட்டால் நாம் விரும்பிய வட்டத்தின் 
சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
அதாவது x + y " - 4x + 5y + 8 = 0 . 

" 


- 
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2 


8 


இதன் ஆரம் 


- 


கா 


M 


22 -- 


5 
2 


8 


-- 


பொது நாணின் நீளம் 


- 


2 X ஆரம் 


3 


* 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 

S = x + y : + 2x - 8y + 8 
S = x + y + 10x - 2y + 22 = 0 


என்ற வட்டங்கள் தொட்டுக் கொள்கின்றன என்று காண்பிக்கவும் . 
தொடுபுள்ளியையும் காண்க . 

( B.E. 63 ) 


கொடுத்துள்ள வட்டங்களின் ச . அச்சு S 


S = 0 


- 


அதாவது L = 4x + 3y + 7 = 0 


இந்த ச . அச்சு L = 0. S = 0 - வைத் தொட்டால் , S = 0 - வும் 

- வும் அதே புள்ளியில் தொட்டுக் கொள்ளும் . ஆகவே 
L = 0 , S = 0 - வை தொடுகிறதென்று காண்பித்து , அவைகளின் 
தொடுபுள்ளி கண்டால் போதுமானது . 


L 


பர் 


- 


S 0 - வின் மையம் ( - 1,4) , ஆரம் 
c ( -1 , 4 )-லிருந்து L = 0- க்கு உள்ள தூரம் 


1 + 16-8 


- 
நா 


== 


4 ( - 1 ) + 3-4 + 7 

4. + 3 


2 


- 


3 


= S. 


-- 


0 - வின் ஆரம் 


L 


- 
- 


0 . 


S 


- 


0 - வைத் தொடுகிறது . 


S 


0 - வும் , S = 0 - வும் தொட்டுக்கொண்டிருக்கின்றன , 


இப்போது cc - ன் சமன்பாடு 


y +4 


- 


4 1 
-1 +5 


3 
4 


அதாவது 3x - 4y + 19 = 0 


( 1 ) 


L = 0 மற்றும் ( 1 ) ஆகியவற்றின் தீர்வு காணில் தொடுபுள்ளி 
கிடைக்கும் . 


--- 


பொறியியற் கணக்கு 


11 
5 


y 


- 


5 


தொடுபுள்ளி 


(-17 , 41 ) 


மாதிரிக் கணக்கு 7 . 


ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் ஒரு எல்லைப் புள்ளி 
யின் இசைக்கோடு ( polar ) மற்ற எல்லைப்புள்ளி வழியாகச் செல்லும் 
( அதாவது எல்லைப் புள்ளிகள் துணையியப் புள்ளிகள் ( conjugate 
points ) ) என்று காண்பிக்கவும் . 


( 1 ) 


பொ.வ. தொகுதி x + y + 2 x + c = 0 
என்போம் . 


இதன் எல்லைப் புள்ளிகள் L ( c , 0 ) , L ( - -c , 0 ) 


( 1 ) -ஐக் குறித்து L- ன் இசைக்கோடு 

cx + A ( x + c ) + c = 0 


( 2 ) 


L ( - 1c , 0 )-வை ( 2 ) -ல் பிரதியிட்டால் 
Vc ( - c ) + > ( - c + c ) + c = 0 


இந்தச் சமன்பாடு சமமடைகிறது . 


L- ன் இசைக்கோடு L வழியாகச் செல்கிறது . இதே 
போல் L - ன் இசைக்கோடு L வழியாகச் செல்லும் என்று காண் 
பிக்கலாம் . 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 


S 


- 


x + y + 23 - 4y + 7 = 0 


-- 


S = x + y + 4x + 2y + 5 என்ற வட்டங்களை 
உறுப்புகளாகக் கொண்ட பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் 
எல்லைப் புள்ளிகளைக் காண்க . 


கொடுத்துள்ள வட்டங்களின் ச . அச்சு S 


S " = 0 


அதாவது I 

L = x -- y - 1 = 0 


- 
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ஃ . பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் சமன்பாடு 
S + AL = x + y ( 2 + A ) x + ( 4 - A ) y + ( 7 - X ) = 0 


( 1 ) 


இதன் மையம் ( 


... 


( 2 ) 


( - + ( 2 + x). -- ( 4 - > ) 
M4 (2+ N)" + 4 ( 4 - > * - ( 7 - X ) 


ஆரம் 


சமன்பாடு ( 1 ) ஒரு எல்லைப் புள்ளியைக் குறிக்குமானால் , அதன் 
ஆரம் = 0 


1 


1 


அதாவது - 


4 (2 + A ) + 


( 4 - A ) - ( 7 - A ) = 0 


4 


2A2 - 8 


0 


> 


- 


- 2 


-வின் இரு மதிப்புகளை ( 2 ) -ல் பிரதியிட்டால் நாம் விரும்பும் 
இரு எல்லைப் புள்ளிகளும் கிடைக்கும் . 


அதாவது L ( -2 , -1 ) , L ( 0 , --- 3 ) 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 

ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் 
ஒரு வட்டம் 
S = x + y + 4x + 2y + 1 = 0 ஆகும் . அதன் ஒரு எல்லைப் 
புள்ளி ஆதி என்றால் , மற்ற எல்லைப் புள்ளி யாது ? இந்தத் தொகுதி 
யின் செங்குத்துப் பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதி காண்க . 


- 


ஆதி என்ற எல்லைப் புள்ளியை வட்டத்தின் சமன்பாடு 
வடிவத்தில் எழுதினால் S = x + y2 0 எல்லைப் புள்ளிகளும் 
பொ.வ. தொகுதியின் உறுப்புகளாதலால் , மேற்படி தொகுதியின் 
ச . அச்சு S -- S " 

0 ஆகும் . 


--- 


அதாவது 1 = 4x + 2 +1 


-பா 


0 


எனவே மேற்படி பொ , வ . தொகுதியின் சமன்பாடு 

S + > L = x y * + 47.x + 2 ^ y + 7 = 0 


( 1 ) 


--- 


இதன் மையம் c ( - 21 , -A ) , ஆரம் V4 / 2 + A - A 
சமன்பாடு ( 1 ) , ஒரு எல்லைப் புள்ளியைக் குறித்தால் அதன் ஆரம் 
பூச்சியம் ஆகும் . 
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5A * - A = 0 


அதாவது A = 0 அல்லது A 


--- 


1 
5 


A = 0 என்றால் c ( 0 , 0 ) ஆகும் . இது கொடுத்த எல்லைப் புள்ளி 


1 


> 


--- 


. 


என்றால் - (-3 - - ) ஆகும் . 


5 


எனவே 


மற்றொரு எல்லைப் புள்ளியின் 


நாம் விரும்பிய 
2 1 
5 5 


-- 


தொ . 


- 


செங்குத்து பொ.வ. தொகுதியின் எல்லா வட்டங்களும் ( 1 )-ன் 

2 
எல்லைப் புள்ளிகளான P ( 0 , 0 ) , P 

வழியாகச் 
5 5 


( 


5 ) 


செல்லும் 


மேற்படி செங்குத்துத் தொகுதியை 

x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 
என்ற சமன்பாட்டால் குறிப்பிடுவோம் . 


( 2 ) 


இது P , P வழியாகச் செல்வதால் c = 0 


மற்றும் 


1 
25 


+ 


4g 
5 


2f 


뽕 


- 


0 


25 


5 


அல்லது 4g + 2 = 1 


1 


-- 


2f 


அல்லது 3 


- 


இவைகளை ( 2 ) -ல் பிரதியிட்டால் 

1 

2f 
x + y + 

x + 2fy + 0 = 0 
2 


அல்லது 2 ( x2 + y ) + ( 1 - 2/ ) x + 2fy = 0 


இங்கே என்பது ஏதாவது ஒரு மாறிலி 


- 
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பயிற்சி 5 . 


1. கீழ்க்கண்ட வட்ட சோடிகளின் பொதுத் தொடுகோடு 
களைக் காண்க . 


- 


( அ ) x + y : + 20x - 6y | 

116 
x + y - 24x + 2y + 120 


= 0 


2 


- 


( ஆ ) x + y 2x | 6y + 9 = 0 ; 

x2 + y + 6x - 2y + 1 = 0 


2 


= 16 ; x + y : - 4x - 2y - 4 = 0 


2. கீழ்வரும் மூன்று வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


( a ) x2 + y + 2x + 4 + 3 = 0 ; 

x + y + 3x + 5y = 0 
x + y + 4x + 5y - 1 = 0 


( b ) x2 + y : + 2x + 17y + 4 = 0 ; 

x + y + 7x + 6y + 11 = 0 
x + y = x + 22y + 3 = 0 ( B.E. 65 , S.V. ty ) 


- 


( c ) x2 + y : 2x + 3y - 7 = 0 ; 

x + y + 5x - 5y + 9 = 0 
x + y + 7x - 9y + 29 = 0 


- 
- 


3 . 

x + y 9x - 14 ; x + y + 15x +14 0 
என்ற வட்டங்களை செங்குத்தாக வெட்டும் , ( 2,5 ) என்ற புள்ளி 
வழியாகச் செல்லும் வட்டம் யாது ? 

( B.Tech . " 70 ) 


4. ( 0 , -3 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்று 

x + y " - 6x + 3y + 5 = 0 ; 

x + y | - x - 7y = 0 என்ற வட்டங்களைச் செங்குத் 
தாக வெட்டும் விட்டம் யாது ? 

5. ஆதிவழியாகச் சென்று x2 + y : - 8y + 12 = 
x2 + y * 4x - 6y - 3 = 0 என்ற வட்டங்களை செங்குக் 


0 
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தாக வெட்டும் வட்டம் யாது ? அந்த வட்டத்தின் மையம் 
கொடுத்த வட்டங்களின் ச . அச்சில் உள்ளது என்றும் நிறுவுக . 

( B.E. 63 , 62 ) 


x + y 


- 


- 
- 


6. x2 + y + 2x + 8 = 0 . 
என்ற வட்டங்களுக்குச் செங்குத்தாயும் ..x + y 
கோட்டைத் தொடுவதுமான வட்டம் யாது ? 


8x + 8 0 
4 

0 என்ற 
( B.E. 60 ) 


- 


- 


என்ற 


7. x + y 9 என்ற வட்டப் பரிதியை இரு சமமாக 
வெட்டிக்கொண்டும் x2 + y | 2x + 8y 

4 = 0 
வட்டத்திற்கு செங்குத்தாகவும் ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியாகவும் 
செல்லும் வட்டம் எது ? 


8. x + y 4x + 6y + 8 = 0 , 
x 2 + y 

- 10x - 6y + 14 = 0 என்ற வட்டங்கள் 
ஒன்றையொன்று தொடுகின்றன என்று காண்பிக்கவும் . தொடு 
புள்ளியையும் காண்க . 
9.x2 + y 6x 9y + 13 = 0 , 
x2 + y 2.x 

0 என்ற வட்டங்கள் ஒன்றை 
யொன்று தொடுகின்றன என்று காண்பிக்கவும் . தொடு புள்ளி 
காண்க , 

( B. Tech . 69 ) 


- 


+ 


- 


- 


16y 


- 


10. கொடுத்துள்ள இரு வட்டங்களை எப்போதும் 

x + y + 2g1x + c = 0 , x + y + 2g2x + c = 0 
என்று எழுத முடியும் என்று நிறுவுக . 

( B. E. 65 ) 


11 . x2 + y + 2ax + c = 0 , x + y + 2by + c = 0 

1 1 

1 
என்ற வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொட்டால் 

b2 
என்று நிறுவுக . 


+ 


Q2 


C 


- 


12. x + y 4 , x + y - 2x 4y + 4 = 0 என்ற 
விட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் சென்று x + 2y = 5 
என்ற கோட்டைத் தொடும் வட்டம் யாது ? 


ந 


என்ற 


- 


13. x + y : 5x 2y + 8 0 , 
x2 + y 3x - y + 6 0 

வட்டங்கள் 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகவும் ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியாகவும் 
செல்லும் வட்டம் யாது ? 
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1-4 . கணக்கு (13) -ல் கொடுத்த வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளி 
கள் வழியாகச் செல்வதும் ஆரம் 2 / 2 -ம் உள்ளதுமான வட்டங் 
களின் சமன்பாடு யாவை ? 


15. கீழ்வரும் வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு யாது ? பொது நாணின் நீளத் 
தையும் காண்க . 


( a ) x2 + y : 2x | 4y - 44 = 0 ; 

x2 + y + 10x.- 20y + 76 = 0 


( B. E. 73 ) 


( b ) x + y + 2x + 3y + 1 = 0 , 

x2 + y + 4x + 3y + 2 = 0 


( c ) ( x - a ) + y = a ” ; x2 + ( y - b ) 2 = be 


- 


( d ) x2 + y ) 4x + 6y | 12 = 0 ; 

x2 + y : + 2x 2y - 23 = 0 


16 . 2x + 3y = 1 என்ற கோடு 

x2 + y | = 4 என்ற 
வட்டத்தை A , B என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . AB- யை 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 13 ( x + y ) - 4x - 6y - 50 = 0 
என்று காண்பிக்கவும் . மேற்படி இரண்டு வட்டங்கள் - கோணத் 
தில் வெட்டிக் கொண்டால் cos காண்க . 

( B. Tech . 68 ) 


17. x + y + 2 / x + c = 0 , x2 - + y2 + 24y - c = 0 
என்னும் இரு வட்டங்களின் பொது நாணின் நீளம் 


2 


V/ 


c ) ( ue + c ) 
A2 + 42 


என்று காண்பிக்கவும் . 


- 


18. x2 + y : a2 என்ற வட்டத்தின் ஒரு நாண் x cos d 
+ y sind = p . இந்த நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 

x + y : - a " - 2p ( x cos d + y sino - p ) = 0 
என்று காண்பிக்கவும் . 


19. கீழ்வரும் மூன்று வட்டங்களின் சமத் தொடுகோட்டு 
சந்தி ( radical centre ) காண் . மேலும் அந்த மூன்று வட்டங்களைச் 
செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டம் யாது ? 
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( a ) 


x + y " - 16 = 0 , x + y + 4x + 8y +16 = 0 

+ + 4x + 140 + 52 O 


2 


- 


--- 
- 


0 . 


( 5 ) x + y + 4x7 

2x2 + 2y + 3X + 5y +9 
x2 + y : + y = 0 


0 


( B. E. 62 ) 


20. கீழ்வரும் இரண்டு வட்டங்களை உறுப்புகளாகக் கொண்ட 
பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் ச . அச்சு , எல்லைப் புள்ளிகள் 
காண்க . 


-- 


0 , 


( a ) x + y 16x 

6y + 4 
x + y + 4 

4y + 12x 


- 


( B. Tech . 71 ) 


( b ) x + y 


- 


6x 


6y + 4 


0 . 


- 
- 


x + y 


2x - 4y + 3 


0 


( B.E. 61 ) 


( c ) 2 + y + 208 


12y | 
3y + 45 


x + y 


16x 


- 


( d ) x + y - x - y + 1 0 

2x " + 2y " - x - y + 1 = O 


( e ) x2 + y + 2x - 6y == 0 , 
2x2 + 2y . 

10y + 5 = 0 


- 


( f ) x + y 

32 + y 


20x - 16y + 41 
30x 

24y + 41 


- 


- 
- 


0 


( g ) x2 + y : + 5x + y + 4 = 0 

x + y + 10x + y + 4 = 0 
x + y + 10x 4y - 1 ) 0 


- 


( B. E. 63 ) 


- 


21. ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளிவழியாகச் செல்வதும் 

x + y + 23 + 3y 7 , x + y + 3x = 2y + 1 
ஆகிய வட்டங்களுடன் ஒரே சமத்தொடு அச்சு உடையதுமான 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 

( B. Tech . 72 ) 


- 


2 


என்று 


முறையே 11 12,13 என்றால் , 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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22. x + y + 2x + 4y + 7 = 0 என்ற வட்டத்தை ஓர் 
உறுப்பாகக் கொண்ட ஒரு பொது வச்சு வட்டத் தொகுதியின் ஓர் 
எல்லைப் புள்ளி ( 0 , - 3 ) என்றால் மற்ற எல்லைப் புள்ளியையும் 
சமத்தொடு அச்சையும் காண்க . ( B. Tech . 72 , B.E. 60 ) 

23. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் ஒரு உறுப்பு 
x + y " 

+ y - 18y + 29 = 0 . ஓர் எல்லைப் புள்ளி ( 1 , 4 ) என்றால் 
மற்ற எல்லைப் புள்ளி யாது ? 
24. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் 

வட்டத் தொகுதியின் ஓர் உறுப்பு 
x 

ஓர் எல்லைப் புள்ளி ஆதி 
-ge 

- fc 
என்றால் , மற்ற எல்லைப் புள்ளி 

+2 g + f 
நிறுவுக . 

25. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் இரண்டு எல்லைப் 
புள்ளிகள் ( 3 , 1 ) , ( - 1 , 5 ) என்றால் அந்த பொதுவச்சு வட்டத் 
தொகுதியையும் , அதன் சமத்தொடு அச்சையும் காண்க . 

26. ( 0 , 0 ) , ( a , b ) என்ற புள்ளிகளை எல்லைப் புள்ளிகளாக 
உள்ள ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் சமன்பாடு 

x + y + k ( 2ax + 2by -- a - b ) == 0 
என நிறுவுக . 

27. ஒரு புள்ளியிலிருந்து x + y 2x 4y - 4 = 0 
x + y + 10x + 12y + 45 

வட்டங்களுக்கு 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் நீள விகிதம் 3 : 4 என்றால் 
அந்தப் புள்ளியின் நியமப்பாதை கொடுத்த வட்டங்களுடன் ஒரே 
சமத்தொடு அச்சுடைய ஒரு வட்டம் என நிறுவுக . 

28 ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் மூன்று வட்டங் 
களின் மையங்கள் A , B , C. 

ஏதாவது 

புள்ளியிலிருந்து 
அவைகளுக்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் 


- 


- 


என்ற 


BC . t + CA. 1 , + AB . 13 

= 0 
என நிறுவுக . 


29 . ஒரு பொது வச்சு வட்டத் தொகுதியின் இரண்டு வட்டங் 
களின் பொதுத் தொடுகோடு அந்தத் தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளி 
களில் ஒரு செங்கோணத்தில் எதிர் கொள்ளும் என நிறுவுக . 
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30. இரண்டு வட்டங்களின் இரண்டு நாண்கள் அவைகளின் 
( வட்டங்களின் ) சமத்தொடு அச்சில் வெட்டுகின்றன . அந்த நாண் 
களின் நான்கு முனைப்புள்ளிகள் ஒரு வட்டத்தின்மேல் அமையும் 
என நிறுவுக . 

( B. E. 69 ) 


விடைகள் 


1. ( அ ) 3x + 4y 57 , 4x 3x = 26 , 
7x - 24y = 233 , 24x + 7y : 

= 156 


3 


( ஆ ) x = 

x = 0 , 3x + 4y 10 , 
3x + 8xy 12y 46x + 60y 

36 
( இ ) y - 4 = 0 , 3y -- 4x + 2 = 0 ( இவைகள் நேர் 
பொதுத் தொடுகோடுகள் . குறுக்குப்பொது தோடுகள் இல்லை ) 


2x -- 


2. ( a ) x2 + y 

( b ) x2 + y : 
(c) x + y : 


6x - 


4y - 13 = 0 

4y - 44 
16x - 18y 4 : 0 


ன் 


3. x + y ) 

: – 3y 14 = 0 
4 . 3x " + 3y + 2x + 4y - 15 = 0 
5. x + y + 6x 

3y = 0 
6. x + y 

4x -- 4y = 0 
7. x + y + 8x 2y - 9 = 0 , 8. ( 3 , -1 ) 
9. ( 5 , 1 ) 

12. x2 + y : - x - 2y = 0 
13. x + y 9x - 4y + 12 = 0 
14. x + y " 4x 

8y + 12 = 0 , 
5x + 5y + 4x --8y 36 = 0 


- 


15. ( a ) x2 + y : + 4x - 12y + 16 = 0 ; 2 / 6 
( b ) 2x2 + 2y + 2x - + 6y + 1 = 0 ; 2 1 2 

2ab 
( c ) ( a + b " ) ( x + y ) - 2ab ( bx + ay ) = 0 ; 

Va + be 
( d ) 5x2 + 5y - 8x - 16y + 12 = 0 ; 4/15 


- 


முறைமே 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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19. ( a ) ( 4 , - 6 ) ; x + y * - 8x + 12y + 16 = 0 
( b ) ( -2 , - 1 ) ; x + y + 4x + 2y + 1 = 0 

6 

8 
20. ( a ) 2x + y = 0 ; ( 2 , 0 ) , 

5 

5 
( b ) 4x + 2y 1 0 ; ( -1 , +1 ) , 

5 

5 
( c ) 4x + y - 5 = 0 ; ( 6 , 2 ) , ( -2 , 4 ) 
( d ) x + y 0 , ( 0 , 0 ) , ( 1 , 1 ) 
( e ) 4x 2y - 5 = ; ( 1,2 ) , ( 3 , 1 ) 
( f ) 5x + 4y = 0 ; ( 3 , 4 ) , ( -5 , -4) 
( g ) x -- y 

1 0 ; ( 0 . 

( 0 , -3 ) , ( -2 , - 1 ) 
21. x + y + 4x - 7y + 5 = 0 
22. ( - 2 , -- 1 ) , x = y - 1 = 0 23. ( 2 , -1 ) 
25 . x + y : 6x - 2y + 10 + A ( x + y + 2 ) ; 
x - y + 2 

துணை அதிகாரம் 6 . 

பரவளைவு 

( Farabola ) 
857. கூம்பு வளைவு ( அல்லது இருபடி வரை ) ( Conic or conic 

section) 

S என்பது கொடுத்த ஒரு நிலையான புள்ளி ( fixed point ) , 
1 என்பது கொடுத்த ஒரு நிலையான கோடு ( fixed st . line ) 
S- லிருந்து P என்ற புள்ளியின் தூரமும் - யிலிருந்து 1 - க்கு உள்ள 
செங்குத்துத் தூரமும் e : 1 என்ற விகிதத்தில் இருக்குமாறு P 
நகர்ந்தால் , P- யின் நியமப்பாதை ஒரு கூம்பு வளைவு அல்லது 
இருபடி வரை என்று கூறுவர் . 
நிலையான புள்ளி S , நிலையான கோடு 1 ஆகியவற்றை 

) 

( 
கூறுவர் . e என்ற விகித எண்ணுக்கு மையவகற்சி ( eccentricity ) 
என்று பெயர் , 


- 


0 . 


-- 
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- 


e = 


1 என்றால் கூம்பு வளைவுக்கு பரவளைவு ( parabola ) 
என்று பெயர் . 

e < 1 என்றால் கூம்பு வளைவுக்கு நீள் வட்டம் ( ellipse ) என்று 
பெயர் . 

e > 1 என்றால் கூம்பு வளைவுக்கு அதிபரவளைவு ( hyperbola ) 
என்று பெயர் . 

= ( 2 என்றால் அதிபரவளைவுக்கு செவ்வக அதிபரவளைவு 
( rectangular hyperbola ). 
858. நியம வடிவத்தில் பரவளைவின் சமன்பாடு ( Standard 

equation of the parabola ) 

S என்ற குவியம் . 1 என்ற இயக்குவரை ( directrix ) கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளன . இயக்கு வரைக்கு -- ஆக SZ வரைக . SZ- ன் நடுப் 

SA 
A என்போம் . 

1 . என்பதால் பரவளைவின் மேல் 

AZ 
உள்ள ஒரு புள்ளி A ஆகும் ( படம் 49 ) . 


- 


புள்ளி 


y 


P ( c , 


2 


A 


S ( 0.0 ) 


இயக்குவரை 


e 


படம் 49 . 


A- யை ஆதியாகவும் AS- ஐ - அச்சாகவும் AY என்ற குத்துக் 
கோட்டை - அச்சாகவும் கொள்க . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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SZ = 2a என்போம் . அதனால் AS = a = AZ 


S- ன் ஆ . தொ . ( a , 0 ) ஆகும் . 


ஆக் 


P ( x , y ) என்பது பரவளைவின் மேல் உள்ள ஏதாவது ஒரு 
புள்ளி என்போம் . இயக்கு வரைக்கு 

PM வரைக . 
AN = x , NP = = 

SP 

1 
பரவளை வின் வரைவிலக்கணப்படி 

PM 


e 


சம் 
-- 


SP2 


PM2 


அதாவது SP2 = NZ2 = 

( AN + AZ ) 2 
அதாவது ( x - a ) + ( y -- 0 ) = ( x + a ) 2 
அதாவது x2 

2ax + a + y = x2 + ax + a * 


- 


அதாவது y 


= 4ax 


குறிப்பு : 1. இயக்கு வரையின் சமன்பாடு x + a = 0 ஆகும் . 


2. பரவளையின் சமன் பாட்டில் y- க்குப் பதிலாக -y இட்டா 
லும் மேற்படி சமன்பாடு 

மாறுவதில் லை . 

எனவே 

பர வளைவு 
x- அச்சுக்கு சமச் சீருள்ளது ( symmetrical about . the x - axis ) . 
எனவே - அச்சு , மேற்படி பரவளைவின் சமச்சீர் அச்சு ஆகும் . 

3. y = 4ax- ல் x எதிர்க்குறி ( அதாவது ) ( - ) என்றால் y 
கற்பனை எண்ணாகும் . எனவே , பரவளைவு - அச்சுக்கு வலப் 
புறத்தில் உள்ளது . 


x = 0 என்றால் , y = 0 , 0 . எனவே y - அச்சு மேற்படி 
பரவளை வை ஆதியில் 

ஆதியில் தொடுகிறது ஆதியை பரவளைவின் உச்சி 
என்று கூறுவர் . 


5.x என்றால் , y > .. எனவே , பரவளைவு மூடிய 
வளைகோடு அல்ல ( parabola is not a closed curve ) . 


6. குவியத்திலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் நிலைத் 
தூரம ( ordinate at the fscus ) SL- ஐ அரைச் செவ்வகலம் ( semi 
latus rectum ) OTOT DIL LL 2 SL- ஐச் செவ்வகலம் ( latus 
rectum ) என்றும் கூறுவர் . 


- 


விளக்கம் கூற 
7. y = 4ax என்பதற்குப் பின் வருமாறு விளக்கம் 


லாம் . 


பொ . க . - 24 
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y என்பது பரவளை வின் அச்சிலிருந்து P ( x , y ) என்ற புள்ளி 
யின் செங்குத்துத் தூரம் NP- யைக் குறிக்கிறது . என்பது உச்சி 
யில் வரையப்பட்ட தொடுகோட்டிலிருந்து P- யின் தூரம் PQ - வைக் 
குறிக்கிறது . மேலும் 4u = செவ்வகலம் . எனவே , பரவளையின் 
சமன்பாடு : 

NP ? = செவ்வகலம் x PQ . 
8 . 4ax , 4ay , 

4ay 

என்பவை 
களும் பரவளைவுகளே , அவைகளின் வடிவம் கீழே தரப்பட்டுள்ளன . 


2 


- 


2 


+ 


x 


- 


து 


S 


A 


. - 
- 


- 


.40 


படம் 50 ( a ) 


y 


A 


x = 4..y 


படம் 50 ( b ) 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


871 


x 


. 


S 


x = - 4ay 


படம் 50 ( c) 


A 


- 


- 


( 4 , B ) 


S 


(y - s = 4a ( x- ) 


படம் 51 . 
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9. ஆதியை ( d , B ) என்ற புள்ளிக்கு மாற்றினால் y " 
என்பது ( y - B ) 2 

d ) என மாறும் . எனவே இதன் 
உச்சி ( d , B ) , குவியம் ( d + a , B ) ஆகும் . 


4a ( x 


- 


- 


839. கொடுத்துள்ள ஒரு புள்ளி P ( x1 , y1 ) . y : 4ax என்ற 

பரவளைவைக் குறித்து அமையும் நிலை ( position of the pt . 
P ( x1 , y1 ) w . r . t . the parabola y = 4ax ) 


P ( x , y )-லிருந்து x- அச்சுக்கு - ஆக PN வரைக அது 
பரவளை வை Q ( x1 , y ) - ல் வெட்டட்டும் ( படம் 52 ) . 


P ( x , 9 } 


y 


( 


Q ( x ,y ) 


-- 


AA 


N 


e 


படம் 52 . 


Q ( x , y ) பரவளைவின் மேல் ஒரு புள்ளி என்பதால் 

( y ) = 4axy 


இப்போது P ( xy , y1 ) என்ற புள்ளி மேற்படி பரவளைவின் 
வெளியே , மேலே அல்லது உள்ளே இருந்தால் 

முறையே NP ? 5 NO 


அதாவது 11 = ( y ) ? 
அதாவது y 2 = 4ax [ சமன்பாடு ( 1 ) ] 


--- 


- 
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2 


- 


- 


அதாவது y1 4ax , 50 
அதாவது S 1 20 

( இங்கே S = y2 4ax- ஐக் குறிக்கிறது ) 
$ 60 . குறியீடுகள் . 

இந்தத் துணை அதிகாரத்தில் பின்வரும் குறியீடுகளைப் பயன் 
படுத்துவோம் . 


S 


-- 


y 


-- 


4ax என்றால் 


S ] = yy1 2a ( x + xx ) 
S, = yya 

2a ( x + ) 
Siz = yiye | 2a ( x + x2 ) 
S = y 2 - 4axy 


- 


பின்பு 1 ix + my + என்றால் 

L = y n 


$ 61 . S = y - 4ax என்ற பாவளை வின்மேல் உள்ள P ( x , y1 ) 
என்ற புள்ளியில் அமையும் தொடுகோடு 

y = 4ax 


2y 


dy 
dx 


- 


44 


dy 


2a 


அதாவது 


dx 


y 


2a 


P [ x ] , y ) என்ற புள்ளியில் சரிவு 


24 


- 


y1 


தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

2a 
} -y1 

( x - x ) 
y1 


- 


- 


பாக 


yy1 - y 


2ax 


2ax ) 


-- 


P ( x1 , yi ) என்ற புள்ளி y " 


- 


4ax- ன்மேல் உள்ளது 


எனவே y1 


4ax1 


( 2 ) 
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( 1 ) + ( 2 ) ; yy1 


- 


2ax + 2axy 
2a ( x + ) 


அதாவது yy 


-- 


அதாவது S 


-- 


O 


862. L = 1x + my + n = 0 என்ற கோடு S = y : 4ax 

என்ற பரவளைவின் தொடுகோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை 


- 


L = 0 என்ற கோடு S = 0 - வை P ( x1 , y1 ) என்ற புள்ளியில் 
தொடட்டும் . பின் அந்தத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு (861 ) 
2a ( x + x ] ) = 0 

( 1 ) 
ஆகும் . 


S = yy1 


ஆனால் L = Ix + my + n = 0 


( 2 ) 


அந்தத் தொடுகோடு என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


ஃ ( 1 ) -ம் ( 2 ) -ம் ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . அதனால் 
ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணகங்கள் விகித சமத்தில் இருக்க 
வேண்டும் . 


-- 


2d 


-- 


y1 ) 


2ax1 


அதாவது 


17 


2am 


M 


- 


1 


1 


n 


2 am 


ஆனால் இந்தப் புள்ளி 


2 ) 


L = 0 என்ற கோட்டில் 


. 


உள்ளது . 


| ( 1 ) 


+ m 


2am 
1 


+ n 


-- 


2am ? + 2 In 


- 


0 


அதாவது I = 0 தொடுகோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை am * 


-- 


மேலும் தொடுபுள்ளி ( + - 2 ) 


- 


4ax = 0 - வின் 


குறிப்பு : 1 . y = mx + c என்பது y : 

a 
தொடுகோடு என்றால் c = 


M 


21 


தொடுபுள்ளி 


m 


inm 
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t 


2. m- ன் மதிப்பு எதுவானாலும் y = mx + 


என்பது - 


- 


4ax- ன் தொடுகோடு ஆகும் . 


என்ற 


- 


பரவளைவுக்கு 


863. S = y 4ax 0 

என்ற புள்ளியின் தொடு நாண் 


P ( x1 , y1) 


835 - ல் விளக்கியதுபோல் தொடு நாணின் சமன்பாடு S1 = 0 
ஆகும் . 


- 


--- 


என்ற 


864. S = y ? 4ax 0 

P ( x , y ) என்ற புள்ளியின் 


பாவளைவைக் குறித்து 
சைக்கோடு 0 ஆகும் . 


-- 


விளக்கத்திற்கு 37 - ஐக் காண்க . 


865. M ( x -ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட S = y - 4 = 0 

என்ற பரவளை வின் நாண் . 


M ( A ) 


படம் 53 . 


AB என்பது M ( x1 , y1 ) - ஐ நடுப்புள்ளியாக - உடைய நாண் 
என்போம் . அதன் சரிவு tan G என்றால் அதன் சமன்பாடு 


H 


X XI 
cos 


1 -- 11 
sing 


- 


( 1 ) 


இங்கே - என்பது M ( x , y1 ) - லிருந்து ( x , y ) - க்கு உள்ள 
வெக்டர் தூரத்தைக் குறிக்கும் . 
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சமன்பாடு ( 1 ) - லிருந்து , மேற்படி நாணின் மேல் 

உள்ள 
ஏதாவது ஒரு புள்ளியை ( x + I cose , y + r sing ) என்று 
குறிக்கலாம் . 


இந்தப்புள்ளி A அல்லது B- யைக் குறித்தால் , அதன் ஆ தொ . 
S = 0 - வைச் சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


அதாவது ( y1 + r sin 933 = 4a ( x + r cos 9 ) 
அதாவது r " sin 9 + 2r ( yr sing 2a cos 8 ) 

+ ( y1 - 4ax1 ) = ) 


- 


( 2 ) 


சமன்பாடு ( 2 ) -ல் -ன் மூலங்கள் வெக்டர் MA , MB- களைக் 
குறிக்கும் . 


ஆனால் MA + MB = 0 


எனவே ( 2 ) -ன் மூலங்களின் கூட்டுத்தொகை 


0 


: 


அதாவது r- ன் குணகம் 


-- 


0 


அதாவது y sing 


2a cosa) 


2a 


அதாவது tan a 


- 


நாணின் சரிவு 


1 . 


இதை ( 1 ) -ல் பயன்படுத்தினால் நாணின் சமன்பாடு 


2a 


- 


Y - y1 
X - X1 


1 


2 


- 


yy1 - 1 


2ax - 2ax / 


- 2ax 
அல்லது yy1 


உ- 2ax | 
y ) 


- 


-- 


- 


இருபுறத்திலும் - 2ax -ஐக் கூட்டினால் 

yyi 24 ( ---- 1) = y " - 4ax 
அல்லது SL SI 


- 
- 


- 


566. P (x , y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S = y - 4ax 0 
என்ற பரவளை விற்கு வரைய 

வரையப்படும் இரு தொடுகோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாடு 


S 


- 


பாம் 


4ax = 0 


( 1 ) 


- 
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P ( 3 ] . y1 ) வழியாகச் செல்லும் ஏதேனும் ஒரு நேர்கோடு 
PLM- ன் சமன்பாட்டைப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


- 


-பார் 


XI 
Cose 


y - y 
sin 0 


( 2 ) 


--பாட்ட 


-- 


PE , 


- 


MM 


படம் 54 . 


இதில் tang என்பது அந்தக் கோட்டின் சரிவையும் என்பது 
Prx , y ) - லிருந்து ( x , y ) - க்கு உள்ள வெக்டர் தூரத்தையும் 
குறிக்கும் . 


( 2 ) -ல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை ( x 1 + r coss , 
y + r sin a ) எனக் குறிக்கலாம் . 


இந்தப் புள்ளி S = 0 - வின்மேல் இருந்தால் ( அதாவது இந்தப் 
சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


( y + r sing) 2 


+ 
- 


4a ( x + r cosa ) 


அதாவது | sing + 2r ( y , sing 

2a cos 0 ) 
+ ( y2 4ax ) 


- 


( 3 ) 


( 3 ) -ன் மூலங்கள் வெக்டர் PL , PM- களைக் குறிக்கும் . ஆனால் 


சமன்பாடு ( 2 ) ஒரு தொடுகோடு ஆகும்போது PL , PM ஆகியவை 
சமமாகி தொடுகோடு PA அல்லது PB - யுடன் ஒன்றிவிடும் . 
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இதற்கான நிபந்தனை : தன்மை காட்டி 


- 


( அதாவது discriminant 


- 


0 ) 


( y , sino 


2a cos G ) = 4 sin s ( y1 2 


- 


4ax ) 


அதாவது ( yi sin a 


2a cos G) 2 4 sino . பி ) 


( 4 ) 


( 4 )-லிருந்து tan e- வைப் பெற்று ( 2 ) -ல் பிரதியிட்டு , 
வேண்டிய சமன்பாடு காணலாம் . அல்லது ( 2 ) . ( 4 ) ஆகியவற்றி 
லிருந்து 8 - வை நீக்கிவிட்டும் நாம் விரும்பும் சமன்பாடு காண 
முடியும் . பிந்திய முறை எளிதாகையால் அதைக் கையாள்வோம் . 


( 2 )- லிருந்து cosG , sing ஆகியவற்றைப் பெற்று ( 4 ) -ல் பிரதி 
யிட்டால் 


(7 ( ) - 2a (**)) = ( - - ) . S1 


அதாவது [ y1 ( y - y ) - 2a ( x - x ] ] ] = [ y - y ) " S11 
அதாவது [ yy | - 2ax 

2ax - y 2 + 2ax ] = ( y - 2yy : + y ) S1 1 
அதாவது ( S1 -- S11 ) = ( S - 2S , + S. 1 ) S , I 


S1 = SSL 


2 


அதாவது ( yya 


2a ( x + x ] ] ] = ( y : - 4ax ) ( y1 " 


4axy ) 


567. பரவளைவின் விட்டம் ( Diameter of a parabola ) 

ஒரு பரவளைவின் சமாந்திர நாண் தொகுதியை ( system of 
parallel chords ) இரு சம கூறாக்கும் நேர்கோட்டுக்கு விட்டம் 
என்று பெயர் . 


y = mx + c 


( 1 ) 


என்ற கோட்டுக்கு இணையாக உள்ள ஒரு பரவளைவின் நாணின் 
நடுப்புள்ளி M ( x , y , ) என்போம் . 


அதன் சமன்பாடு S1 = S11 ஆகும் .. 


4ax 


( 2 ) 


அதாவ்து yy1 2a ( x + x ) = y1 - 
( 2 ) -ம் ( 1 ) -ம் இணையென்றால் சரிவுகள் சமம் 
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21 . 


அதாவது 


24 


m 


-- 


VI 


2a 


அதாவது 


V1 


m 


2a 


M ( x ) , y1 ) - ன் நியமப்பாதை -} = 


m 


இது பரவளையின் அச்சுக்கு இணையாக இருப்பதைக் கவனிக் 
கவும் . 


எனவே , பரவளைவின் அச்சுக்கு இணையான எல்லாக் கோடு 
களும் அதன் விட்டங்கள் ஆகும் . அதன் அச்சு தலையாய 
விட்டம் ( principal diameter ) ஆகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

குவியம் ( 3. - 4 ) , இயக்குவரை 
பரவளைவின் சமன்பாடு காண்க . 


X + y + 7 = 0 


உள்ள 


பரவளைவின் மேல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளி P ( xy , y1 ) 
லிருந்து இயக்குவரைக்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் 

PM 3 ) + y +7 

x + y + 7 
12 + 1 

V2 


-க. 


P ( x-1 , y1 )- லிருந்து குவியம் S ( 3 , -4 ) வரை உள்ள தூரம் 

SP 

V ( x -3 ) + y1 + 4 ) 


- 


பரவளைவின் வரைவிலக்கணப்படி SP2 


- 


PM 


E 


அதாவது ( 


- 


3 ) + ( + 4 ) 


31 + y + 7 


- 


* +7) 


- 


எனவே P ( x , y1 )- ன் நியமப்பாதை ( கீழ்க்குறி 
நீக்கினால் ) 

6x + 9 + y + 8y + 16 
1 

( x + y + 47 + 2xy + 143 + 14y 


அதாவது பரவளைவின் சமன்பாடு 

x + y - 2xy - 26x + 2y + 1 = 0 . 
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மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

ஒரு பரவளைவின் அச்சு 3x + 4y + 6 = 0 , அதன் உச்சி 
{ -2 , 0 ) , செவ்வகலம் 4 என்றால் அந்தப் பரவளைவின் சமன்பாடு 
யாது ? 


P ( xy , y ! ) என்ற புள்ளி அதாவது பரவளைவின் மேல் இருக் 
கட்டும் . பரவளைவின் அச்சிலிருந்து P- யின் தூரம் , 

331 + 40 + 6 
PN 

V92 + 42 


5 


3 


அச்சின் சரிவு 


- 


4 


அச்சுக்குச் செங்குத்துக் கோட்டின் சரிவு 


உச்சியில் தொடும் தொடுகோடு 


y- 0 


(x + 2 ) 


3 


அதாவது 4x 


3y + 8 = 0 


இந்தத் தொடுகோட்டிலிருந்து P (x1 ; y1 ) - ன் தூரம் , 

4x | 
PQ 

3y1 + 8 


- 


- 


42 +9 . 


P என்பது பரவளைவின்மேல் இருப்பதால் , 

PN2 = செவ்வகலம் X PO 


அதாவது 


(31+ ) = 4 (1:1,34+ ) 


4x1 - 351 + 8 

V3 : + 4 


P- யின் நியமப்பாதை அதாவது பரவளை வின் சமன்பாடு 

( 3x + 4y + 6 ) . 20 ( 4x - 3y + 8 ) 


அதாவது 


9x " + 24xy + 16y - 44x + 108y - 124 = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 
3x 

ex - 5y - 2 = 0 என்பது ஒரு பரவளைவின் சமன் 
பாடு என்றால் அதன் உச்சி , அச்சு செவ்வகலம் , குவியம் , இயக்கு 
வரை காண்க . 

( B.E. 60 ) 


- 
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கொடுத்த சமன்பாடு 37 


9x 


- 


-- 


5y + 2 


27 


அதாவது 8 


x2 


9 
3x + 


- 


- 


- 


1 


5 +2 + 


- 


5 ) + 


4 


--- 


35 
4 


35 


அதாவது 3 


[ * 
3 (x - 3 ) 

) = 5y + 
(x - 3 ) - : ( +1 ) 
(27) -க்கு மாற்றி , 


.04 


( 1 ) 


ஆதியை A 


( X , Y ) - ஐ 


நடப்பு 


. 


தொ . என்று எடுத்துக்கொண்டால் 


7 


X 


- 


3 

+ X , y 
2 


- 


+ Y 


மேலும் சமன்பாடு ( 1 ) பின்வரும் வடிவம் பெறும் 


5 


X2 


, 


YY 


... 


.. 


( 2 ) 


இந்தப் பரவளைவின் உச்சி . X = 0 , Y = 0 அல்லது பழைய 
குறியீட்டச்சில் ( co - ordinate axes ) 


3 


-7 


- 


2 


மேலும் பரவளைவின் அச்சு X = 0 

1 


3 


அதாவது பழைய குறியீட்டச்சில் x = 

2 


-- 


5 


இதன் செவ்வகலம் 


-- 
கட்ட 


4a 


3 


5 
குவியம் X = 0 , Y = a = 

12 


CA 


அதாவது x = 


3 


இயக்குவரை Y + a = 0 


7 
அதாவது y + - 


+ 


0 


12 


13 
அதாவது y + 

6 


13 


0 . 
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எனவே கொடுத்த பரவளை வின் உச்சி 


( 3-7 ) . 

7 ) , அச்சு 
3. குவியம் (23) , இயக்கு 


3 


செவ்வகலம் 


- 


13 
வரை y + = 0 ஆகும் . 

6 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

ஒரு பரவளைவின் நாண்கள் உச்சியில் 90 ° கோணத்தில் எதிர் 
கொள்ளுகின்றன . அவைகளின் இசைப் புள்ளிகளின் நியமப் 
பாதை அச்சுக்குச் செங்குத்தாக உள்ள ஒரு கோடு என நிறுவுக . 


பரவளைவு S = y : 


4ax = 0 


என்போம் . 


QR என்ற நாணின் இசைப்புள்ளி P ( x , y , ) என்றால் P- யின் 
இசைக்கோடு QR ஆகும் . எனவே , QR- ன் சமன்பாடு S. 


- 


அதாவது yy1 


-- 


2a ( x + x ) = 0 


( 1 ) 


A என்பது பரவளைவின் உச்சி என்றால் , AQ , AR இவை 
களின் கூட்டுச் சமன்பாடு காண , 

S = 0- வை ( 1 )-ன் உதவி 
சம்படித்தான தாக்க வேண்டும் . அப்படிச் செய்தால் 
AQ , AR-களின் சமன்பாடு 


யுடன் 


-- 


y 


4ax 


- 


( ” 


yy1 

2ax 
2ax 


அதாவது 4ax2 


2y1xy + x1y : 


0 


ஆனால் AQ , AR செங்குத்துக் கோடுகள் 

-ன் குணகம் + y -ன் குணகம் 


அதாவது 


4a - 1 


0 


P ( x , y )-ன் நியமப் பாதை 


x + 4a - 0 


968 . பாவளை வின் துணையலகுக் கூறுகள் ( Parametric co - ordi . 

nates of a Porabola ) 


y 


4ax என்ற சமன்பாட்டில் , x = at " , y = 2at என்று 
பிரதியிட்டால் , t- ன் எந்த ஒரு மதிப்புக்கும் ( 2at ) 2 

41 ( 1 ) 
என்பது சர்வசமனாகிறது .. எனவே , ( at ) , 2at ) என்ற புள்ளி 


க 


-- 
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எப்போதும் y ? 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் அமைந்திருக்கும் . 
இதில் 1 என்ற ஒரு மாறிதான் ( variable ) உள்ளது . இதற்குத் 
துணையலகு ( parameter ) என்று பெயர் . 

பெயர் . இந்தத் துணையலகு 
முதல் +2 வரை மதிப்புகளைப் பெற்றால் , பரவளைவின் எல்லாப் 
புள்ளிகளும் கிடைத்துவிடும் . 


- 


at , 


2at என்பதைப் 


பரவளைவின் 


எனவே . 
துணையலகுச் சமன்பாடு என்று கூறுகிறோம் . 


--- 
. - 


சாதாரணமாக ( 1 , y 1 ) என்று ஒரு புள்ளியின் ஆ . தொலை 
களைக் குறிப்பிட்டால் இதில் இரண்டு தெரியாக் கணியங்கள் 
( unknown quantities ) உள்ளன . ஆனால் ( at , 2at ) என்பதில் 
t என்ற துணையலகுதான் தெரியாக் கணியம் . ஆகவே , துணை 
யலகைப் பயன்படுத்திக் கணக்குகளைச் செய்யும்போது ஒரு தெரி 
யாக் கணியம் குறையும் . அதேபோல் ஒரு சமன்பாடும் குறையும் . 
எனவே கணக்கு செய்வதும் சிறிது எளிதாகும் . 


இனி வருவனவற்றில் ( at " , 2at ) என்பதற்குப் பதிலாக t 
என்ற புள்ளி என சுருக்கமாக எழுதுவோம் : அதேபோல் புள்ளி 
கள் , ty , • t , என்றால் ( ati , 2ati ) , ( at , 2 , 2at , ) என பொருள் 
கொள்ள வேண்டும் . 


5 69. P ( ty ) , Q ( ta ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் நாண் 


2at ) 


2at 


2 


PO- வின் சரிவு 


- 
- 


ats 


1 +12 


PO- வின் சமன்பாடு y 


- 


2 
2ati = 

titt, 


( x - aj12 ) 


y (ti + 1 , ) - 2at : ( t1 + t ) = 2x 


-- 


2at 


அதாவது y ( ti + t ) - 23 = 2atit , 


870. P ( t ) என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 

t = 1 எனப் பிரதியிட்டால் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


அதாவது 2yt 


2ata 


அதாவது 


yt 


qt2 


y = 2at 


- 


என்பது தெளிவாகிறது. 
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மாற்று வழி : 

ata 
dy dv / dt 2a 1 

dx dx| dt 2 at 1 
அதாவது தொடுகோட்டின் சரிவு 

- 

t 
ஆகவே தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

1 

( x - at ) 
அதாவது yts 

குறிப்பு : y = mx + என்பது எப்போதும் பரவளைவின் 
தொடுகோடு ஆகும் என்று 862 - ல் பார்த்தோம் . இப்போது 
+ at என்பதும் எப்போதும் பரவளைவின் தொடுகோடு 

1 
என்றும் நிறுவியிருக்கிறோம் . எனவே , m = அல்லது t = 

அதாவது 

பாவளை வின் துணையலகு 
1 என்பது , சரிவின் தலை கீழ்க் கணியம் ஆகும் ( Paramater t is the 
reciprocal of the slope ) . 


y - 2at 


- 


ata 


a 


m 


1 


1 


t 


5.78 . P ( t ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு ( Normal at the 

point P ( t ) ] 
தொடுகோட்டின் சரிவு 


1 


- 


t 


வரைச் செங்கோட்டின் சரிவு 


t 


an2 , 2at) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 

t ( x - at ) 
அதாவது y + xt = 2at at : 


y = 2at 


- 


871. •ty t , என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகளின் 

சந்திப்புப் புள்ளி 
மேற்படி தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

- x = at / 

X = at 
இவைகளின் தீர்வு காணில் - நாம் விரும்பிய சந்திப்புப் புள்ளி 
யின் ஆ . தொ . கிடைக்கும் . 


yti 
yt2 


2 
2 
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எனவே தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

x = at t ,, y = a ( t ; - 1 , ) 


872. • t • t , என்ற புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகளின் 

சந்திப்புப் புள்ளி 


8 


மேற்படி வரைச் செங்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

y + xt ; = 2at , + at 
y + x 2, 2at , + alz 


3 


-- 


x ( 1 ) 


- 


t , 2a ( f1 - 1 , ) + a (ts - 1,3 ) 
x = 2a + a [ 1 ] + [ t , +1,2 ) 


மேலும் y = 


at 12 ( 1 + 1 , ) 


ஆகவே வரைச் செங்கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி 

21 + a (f / 2 + t1, +1,2 ) = 2a + a [ [t + t ) , -1 -1, ] 
y atite ( ti + 12 ) 


- 


குறிப்பு : 869 முதல் 872 வரை கிடைத்துள்ள சூத்திரங் 
களை நினைவில் கொள்வது அவசியம் . 


873. பாவளை வின் சிறப்புப் பண்புகள் ( Special properties of a 

parabola ) 


பரவளைவின் சிறப்புப் பண்புகளை அறிய x = at , y = 2.at 
என்ற துணையலகுச் சமன்பாடு பயன்படுத்துவது நன்மை பயக்கும் . 


பரவளைவின் 


படத்தில் ( படம் 55 ) P ( ale , 2at ) என்பது 
மேல் ஏதாவது ஒரு புள்ளி . 


ate 


AN P- யின் கிடைத்தூரம் ( abscissa ) 
NP P- யின் நிலைத்தூரம் ( ordinate ) 2at 

PT = என்பது P- யில் தொடும் தொடுகோடு . 
x- அச்சை ( அதாவது பரவளைவின் அச்சை ) T- யில் வெட்டுகிறது . 


PG என்பது P- யில் வரைச் செங்கோடு . அது அச்சை -யில் 
வெட்டுகிறது . 

பொ . க . - 25 


பா 


- 


N 


தொடுகோட்டடியின் நடுப்புள்ளியாகும் 
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பொறியியற் கணக்கு 
பூ 
| 
M 

P ( E ) 
1 

A S ( a .. ) N 
( 

படம் 55 . 
PN = PT- யின் குத்து வீச்சு ( orthogonal projection ) 

தொடுகோட்டடி ( subtangent ) 
NG 

PG- யின் குத்து வீச்சு 
= வரைச் செங்கோட்டடி ( subnormal ) 
ZM = என்பது இயக்குவரை ( directrix ) 

AY = என்பது உச்சியில் தொடும் தொடுகோடு , y- அச்சுவும் 
அதேயாகும் . 
73.1 . உச்சியானது 
PT- யின் சமன்பாடு yt - x = at : 


Daaromem 


- 


இதை x- அச்சுடன் ( அதாவது y = (0 ) தீர்வு காணில் , 

at 2 


+ 


எனவே , T ( -at , 0 ) ஆகும் . 


--- 
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மேலும் , N ( at , 0 ) ஆகும் . 


TN- ன் நடுப்புள்ளி 


(-a a , 0 ) = ( 0 , 0 ) 


அதாவது 

உச்சியான A ஆகும் . 


$ 73.2 . வரைச் செங்கோட்டடியின் நீளம் மாறாதது 

P- யில் வரைச் செங்கோடு y + xt = 2at + at * ஆகும் . 
இதை - அச்சுடன் ( அதாவது y = 0 ) தீர்வு காணில் 

G ( 2a + at , 0 ) ஆகும் . 


அதாவது AG = 2a + at2 


ஆனால் 


AN = at : 


வரைச் செங்கோட்டடி. NI 


AG 


- 


-- 


AN 


- 


2a 


= மாறிலி 


573.3 . SP = ST = SG 


பரவளைவின் வரைவிலக்கணப்படி SP = PM 


அதாவது SP = AN + AN = at + a = a ( 1 + t ? ) 


ஆனால் ST = SA + AT 


SA + AN 


a + at + a ( 1 + 1 ) 


மேலும் SG 


- 


AG 





AS 


( 2a + at ) - a = a ( 1 + t " ) 


SP = ST = SG 


குறிப்பு : SP = ST என்பதால் 

அதாவது 
தொடுகோடு பரவளைவின் அச்சையும் P-யின் குவிய தூரத்தையும் 
( focal distance of Pie , SP ) சமகோணத்தில் வெட்டுகிறது . 


$ 73.4 . S என்ற குவியத்கிலிருந்து எந்த ஒரு தொடுகோட்டுக் 

கும் வசையும் செங்தத்தின் அடி ( fout of the perpendicular ) 
உச்சித் தொடுகோட்டில் ( அதாவது y- அச்சில் ) அமையும் . 

( B. Tech . 66 ) 
மேலும் SY2 = AS . SP. 


PT- யின் சரிவு - 


பொறியியற் கணக்கு 


SY- யின் சரிவு 


-- 


1 


SY- யின் சமன்பாடு y - 0 


-- 


t ( x - a ) 


at 


அதாவது y + xt 
PT- யின் சமன்பாடு yt - x = at 


இவைகளின் தீர்வு காணில் , Y ( 0 , at ) ஆகும் . 


இந்தப்புள்ளி y- அச்சில் அதாவது உச்சித் தொடுகோட்டில் 
அமைகிறது என்று தெளிவாகிறது . 


மேலும் SY2 = ( a - 0 ) 2 + ( 0 - at ) 2 == a ( 1 + 12 ) 

AS SP ( 1 +12 ) 


SY2 


AS . SP . 


573-5 . P- யில் தொடும் தொடுகோடு இயக்கு வரையை R- ல் 

வெட்டினால் PR குவியத்தில் ஒரு செங்கோணத்தில் எதிர் 
கொள்ளும் 


PT- யின் சமன்பாடு yt - x = at 


இயக்கு விரையின் சமன்பாடு x = - a இவைகளின் தீர்வு 


கண்டால் R 


* [ -4 , - ) ) 


ஆகும் . 


2at 


0 


SP- யின் சரிவு 


-யா 


2t 
12 - 1 


at ? 


a 


a ( t ? - 1 )/ t | 


0 


12 


1 


-- 


SR- ன் சரிவு 


- 


a 


al 


21 


அதாவது இரு சரிவுகளின் பெருக்கல் பலன் --1 ஆகும் . 


SP L SR என்பது புலனாகிறது . 


873-6 . செங்குத்தாக உள்ள இரு தொடுகோடுகள் இயக்குவரை 
யில் வெட்டும் . 

( B. E. 70 ) 


தொடுகோடுகள் செங்குத்தாக இருந்தால் அவைகளின் சரிவு 
களின் பெருக்கல் பலன் = - 1 ஆகும் . 


1 , 1 , என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகளின் சரிவு 

1 
கள் முறையே 

t 

t , 


1 


ஆகும் . 


1 1 
1 அதாவது tnt , 

1 
1 . 
இந்தத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி (871 ) 
x -- at | t , 

( 2 ) ; y = a (f1 +12 ) 


. 


( 3 ) 


- 
1 
- 

வ 
-- 
- 
- - 
- 

-- 

- 
பக 

4 . 
- 

-- 


( 1 ) -ஐ ( 2 ) -ல் பயன்படுத்தினால் , 
a அல்லது 

x + a = 0 
எனவே அந்த வெட்டும் புள்ளியின் நியமப் பாதை இயக்கு 
வரை ஆகும் . 


873-7 . குவிய நாணின் முனைப் புள்ளிகளில் அமையும் தொடு 

கோடுகள் இயக்த வரையில் வெட்டும் ( Tangents at the 
extremities of a focal chord intersect on the directrix ) 


1 , 1 , என்பவை குவிய நாணின் முனைப் புள்ளிகள் என்றால் 
அந்த நாண் 

y ( t1 - tạ ) 2x 


2at 12 


இது குவியம் S ( a , 0 ) வழியாகச் செல்கிறது . 

0 2a 2ati12 


iita 


1 


ty , t , என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுளின் சந்திப்புப் 
புள்ளி (x , y ) என்றால் 


x = atta 


ක 


y = a (t1 + -t , ) 

( 3 ) 
( 1 )-ஐப் பயன்படுத்தினால் - a அல்லது x + a = 
0 

அதாவது மேற்கண்ட தொடு கோடுகள் இயக்கு வரையில் 
வெட்டும் என்று அறிகிறோம் . 
குறிப்பு : பண்புகள் ( 6 ) -ஐயும் ( 7 )-ஐயும் ஒப்பிட்டு நோக்கும் 

குவியநாணின் முனைகளில் தொடும் தொடுகோடுகள் 
ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக இயக்கு வரையில் வெட்டுகின்றன 
என்று புலனாகிறது . 


போது 
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பொறியியற் க 


873.8 . ii , t ,, ts என்ற புள்ளிகளில் அமையும் மூன்று . 

கோடுகளால் ஆகிய முக்கோணத்தின் செங்குத்து டை 
( orthocentre ) இயக்கு வரையில் அமையும் . 

அந்த தொடுகோடுகளை முறையே GH , HF , FG என்று கும் 
பிடுவோம் . அவற்றின் சமன்பாடுகள் முறையே 


yti -.x. = at 


2 


. 


( 1 


yig - x = at , 


( 2 ) 


yts - x = atge 


( 3 ) 


படம் 56 . 


F- ன் ஆ . தொ . (at , 13 , art , + ts ) ] 


1 


GH- ன் சரிவு 


- 


tti 


GH- ன் செங்குத்துத்கோட்டின் சரிவு 


ti 


F வழியாக GH-க்கு 1 ஆக உள்ள குத்துயரத்தின் சமன் 
y = a ( t , + 18 ) t1 (x 

at , ts ) 


( 1 ) 


அதாவது y + tix = a ( t , + tg ) + at t , ts 
இதேபோல் G வழியாக HF- க்குச் செங்குத்தாக 
துயரத்தின் சமன்பாடு 

y + 1 , x = a ( ts + t1 ) + at ) tets 


உள்ள 


1 ) , ( 2 ) , ஆகிய இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிதான் நாம் 
ம் செங்குத்து மையம் , 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


39.1 


- 
- 


இவைகளின் தீர்வு காணில் 


அல்லது x + a = 0 


ஆகவே செங்குத்துமையம் இயக்கு வரையில் அமைந்துள்ளது . 


873-9 . கொடுத்துள்ள 

புள்ளியிலிருந்து பரவளைவுக்கு 
பொதுவாக மூன்று வரைச் செங்கோடுகள் வரைய முடியும் . 
அவைகள் பரவளைவைச் 

சந்திக்கும் புள்ளிகளின் நிலைத் 
தூரங்களின் ( ordinates ) கூட்டுத் தொகை பூக்சியமாகும் . 
கொடுத்துள்ள புள்ளி P ( al , B ) என்போம் . 


பரவளைவின் மேல் உள்ள Q ( t ) என்ற புள்ளியில் வரைச் 
செங்கோடு y + xt = 2at + at 


இது P ( d , B ) வழியாகச் சென்றால் , 

B + dt 2at + als 


அதாவது 


uts + ( 2a 


d ) t - B = 0 


--- 


.. " 


( 1 ) 


இது -யில் மூன்றுபடிச் சமன்பாடு ஆகும் . ஆகவே t- க்கு 
பொதுவாக மூன்று மதிப்புகள் உண்டு . அதாவது பரவளை வின் 
மூன்று புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் கொடுத்த புள்ளி 
P வழியாகச் செல்லும் . 


என்றால் 


மேலும் சமன்பாடு ( 1 ) -ன் மூலங்கள் 11 , 12, 13 
11 , +1 , + 18 0 [ சமன்பாட்டுக் கொள்கைப்படி ) 


-- 


- 


அதாவது 2ati + 2at , + 2ats 


0 


அதாவது வரைச் செங்கோடுகள் பரவளைவைச் சந்திக்கும் புள்ளி 
களின் நிலைத் தூரங்களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் ஆகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 5 . 
ஒரு பரவளைவின் 

ரு தொடுகோடுகள் அதன் அச்சுக்கு 
91,0 , கோணங்களில் உள்ளன . G1 + 02 மாறிலி என்றால் 
அவைகள் வெட்டும் புள்ளியின் நியமப்பாதை குவியம் வழியாகச் 
செல்லும் ஒரு நேர் கோடு என்று காண்பிக்கவும் . 


- 


கொடுத்த தொடுகோடுளின் தொடுபுள்ளிகள் ( points of 
contact ) முறையே 11 , 1 , என்போம் . 
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பொறியியற் கணக்கு 


1 


பின்பு முதல் தொடுகோட்டின் சரிவு 


- 
-- 


- 


- 
- 


tan 01 


1 


2 - வது தொடுகோட்டின் சரிவு 


= tan 02 


- 


ஆனால் மேற்படி தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி R ( x , y ) 
என்றால் 


X = atita 


} 


( 1 ) 


y = a [t ] + t , ) 


- 


எடுகோள் படி 61 + 0 . 

ஒரு மாறிலி 
அதாவது tan ( 01 + 0 , ) k ( மாறிலி ) 

tang . + tane , 
அதாவது 

k 
1 tan ar tan 9 . 


-- 


நாடா 


1 


1 


+ 


t . 

1 


= 


அதாவது 

1 


E 


1 


t 


1 . 


அதாவது 


t , + 12 

1 


k 


பாக 


tnt , 


- 


( 1 )-ஐப் பயன் படுத்தினால் , 
ula 

k 
χία 1 


அதாவது y = k ( x - a ) 


இது ஒருபடிச் சமன்பாடு மேலும் குவியம் S ( a , 0 ) இதைச் 
சமனடை. யச் செய்கிறது . எனவே , R- ன் , நியமப்பாதை குவியம் 
வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேர்கோடு . 


மாதிரிக் கணக்கு 6 : 


- 


P ( x ) , y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 1 4ax என்ற பரவளை 
வுக்கு வரையப்பட்ட இரு தொடு கோடுகள் உச்சித் தொடு 
கோட்டை (tangent at the vertex ) Q , R என்ற புள்ளிகளில் 
வெட்டுகின்றன . A PQR- ன் பரப்பு c2 ( மாறிலி ) என்றால் P- யின் 
நியமப்பாதை x ( y . - 4ax) = 4. * என்று நிறுவுக . 


3.93 . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


P ( xy . yx ) - லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகள் பர 
வளை வை A (ty ), B ( 1 , ) என்ற புள்ளிகளில் தொடட்டும் . இதனால் 
P-யின் ஆ . தொ . x = at 12 , y = a ( ti + t , ) 


2 


AP- யின் சமன்பாடு yti - x = at, 


இதை உச்சித் தொடுகோடு x = 0 - வுடன் தீர்வு கண்டால் 

Q ( 0 , a ! 1 ) ஆகும் . இதேபோல் R ( 0 , at , ) ஆகும் . 


ஃ QR = a (t - 1 , ) . 


மேலும் , GR என்பது y அச்சில் 


உள்ளது . 


P- யிலிருந்து QR- க்கு வரையப்படும் குத்துயரம் ( altitude ) 


- 


P- யின் கிடைத்தூரம் 


- 


atit , 


எனவே 


APQR- ன் பரப்பு 


1 
2 


- 


QR . ( குத்துயரம் ) 


1 


-- 


நா 


a ( f - 1 , ) at 12 


c " ( எடுகோள் ) 


2 


2 


a [ [ 11 +1 , ) 


4t2 ] ( at ) 12 ) 


401 


} 


X1| 


ஆனால் 11 + t , = 


. 


tita 


a 


e 


* [ (? ) - 1 ) 


Jox1 


4c4 


அதாவது [ 12 


4ax1 ) 1 


44 


க 


P ( x , y ) - ன் நியமப் பாதை 
( y : -- 4ax ) x2 = 4c1 


மாதிரிக் கணக்கு 7 : 


ஒரு பரவளைவின் இரு செங்குத்துத் தொடுகோடுகள் P- யில் 
சந்திக்கின்றன . அவைகளுக்கு ஒத்த ( corresponding ) வரைச் 
செங்கோடுகள் ( - வில் சந்திக்கின் றன . PA என்ற கோடு பரவளை 
வின் அச்சுக்கு இணையாக உள்ளது என நிறுவுக . ( B. Tech 72 ) 
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பொறியியற் கணக்கு 


A ( ty ) , B ( 1 , ) என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகள் 
P ( xy , y : ) - ல் சந்தித்தால் , 
at , te 

( 1 ) 
y1 = a (ty + 1 , ) 

( 2 ) 


- 
- 


.. 


A , B- களில் வரைச் செங்கோடுகள் Q [ xx , y, )-வில் சந்தித் 
தால் , 


X , 


- 


2a + a [ [t + t , ) - 1 , 1 , ] 


( 3 ) 


ya 


- 
- 


at 12 (1 +12 ) 


( 4 ) 


எடுகோள்படி AP I BP 


1 


1 


1 


. 


அல்லது 12 


1 


( 5 ) 


t 


1 , 


( 1 ) முதல் ( 4 ) வரை உள்ள சமன் பாடுகளில் ( 5 ) -ஐப் பயன் 
படுத்துக . 


X1 


- 
- 


- 


.04 


.00 


.0 . 


( 1 ) 


X. 


- 


2a + a [ ( 1 + 1 , ) + 1 ] 


அல்லது x , = 3a + a ( ty + t ) 


( 3 ) 


y ? = a [ 1 ] + ts ) 


( 4 ) 


10 . 


இப்போது PQ- வின் சரிவு 


} 2 - ya 


- 


x9 


a (t1 +1, ) - a [ t] + 1 , ) 
-a - sa - at+1, ) 


0 . 


எனவே PQ என்னும் நேர்கோடு x- அச்சு அதாவது பரவளை 
வின் அச்சுக்கு இணையாகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 

P ( at 2at) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு மீண்டும் 
பரவளைவை ( al 2 , 2aT ) என்ற புள்ளியில் வெட்டினால் - -- 
என்று காண்பிக்கவும் . 

( B. E. 64 , 60 , B. Tech . 63 ) 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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மேலும் PQ- வின் நீளத்தை 1 அலகில் காண்க . 


P- யில் வரைச் செங்கோடு 
y + xt = 2at + ats 


( 1 ) 


இது பரவளைவை Q ( aT , 2aT ) - யில் வெட்டுவதால் இந்த , 
ஆ . தொ . ( 1 ) -ஐச் சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


2aT + aTt = 2at + at 


அதாவது 2a ( T - t ) = at ( t - T2 ) 
T + t என்பதால் 2 = - t ( t + T ) 


அல்லது T = - 1 - 


t 


மேலும் ( PQ 


( aT2 - at ) : + ( 2aT - 2at ) 2 
= a 

a ( T2 - 12 ) 2 + 4a ( T - t ) 2 
= a2 ( T + 1 ) ( T - ty + 4a ( T - t ) 

a ( T - t ) [ [ T + t ) + 4 ] 


- T-+ [( 1 )* +4 ) 
-- ( - 2 -- +++ ) 
- 16a " ( + + + ) ( 1 ++ ) 


t + 1 


( 12 + 1 ) 2 
16a2 

12 


( 1 + 1 ) 
= 16a2 

14 
4a 


PQ = 4 ( 1 + ) 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 

ஒரு பரவளை வின் வரைச் செங்கோடுகள் செங்குத்தாக 
P என்ற புள்ளியில் வெட்டுகின்றன . P- யின் 

P- யின் - நியமப்பாதை 
என்ன ? குவிய நாணின் முனைப் புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடு 
கள் வெட்டும் புள்ளியும் அதே வளைகோட்டின் மேல் இருக்கும் என 
நிறுவுக . 


396 


பொறியியற் கணக்கு 


முதல் பகுதி 

A ( t ) , B ( t , ) என்ற புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் 
P ( xy , y ) -ல் வெட்டட்டும் . பின்பு , 
x = 2a + a [ t ] +1 , ) 2 - 11 , ta ] 

( 1 ) 


40 . 


... 


( 2 ) 


.. 


- 


y 


at 1 ( 1 + 12 ) 


AP , BP . ஆகியவற்றின் சரிவுகள் முறையே --t , -1 , ஆகும் . 


1 


AP 1 BP என்பதால் ( -1 ) . ( -1 , ) = 


1 


( 3 ) 


... 


*. 


... 


- 


அதாவது It2 


{ 1 ) , ( 2 ) இவைகளில் ( 3 ) ஐப் பயன்படுத்தினால் , 

x = 2 a + a [ [t } + t , ) 2 + 1 ] = 3a + a ( ti + t , ) ... ( 1 ) 


- 


( 2 ) 


a ( ty + ty ) 


yi 


... 


( 1 ) ; ( 2 ) இவைகளிலிருந்து ( 11 + 12 ) -ஐ விலக்கினால் , 


y , 2 


xr = sa + a 


= 3a + 


( 2 ) 


a 


2 


- 


- 


3a 


X 


அல்லது 


- 


எனவே P ( xy , y ) -ன் நியமப்பாதை y a ( x - 3a ) ஆகும் . 
இதுவும் ஒரு பரவளைவுதான் . இதன் அச்சு y = 0 , உச்சி ( 3a , 0 ) , 
செவ்வகம் = a 


ரண்டாம் பகுதி 

a ( i ) , B ( 12 ) என்பதை முனைப் புள்ளிகளாகக் கொண்ட 
நாணின் சமன்பாடு 


[ t ] +1, ) - 2x 


2dtty 


இந்த நாண் குவியம் S ( a , 0 ) வழியாகச் சென்றால் 

0 2a = 2at t , 


( 4 ) 


- 
- 


1 


அதாவது tt , 


* 


* A . 


... 


P ( ty ) , ( 1 , ) என்பது நாணின் முனைப் புள்ளிகள் , 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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a . ந ஆகிய புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி Q ( x ,, ) , ) என்றால் 
= 2a + a [ [ t + t , ) - 1,1 , ] 

( 5 ) 
Y , = - at , ta 

( 6 ) 
இங்கே கிடைத்துள்ள சமன்பாடுகள் ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) ஆகிய 
மூன்றும் முதல் பகுதியில் கிடைத்திருந்த ( 3 ) , ( 1 ) ( 2 ) ஆகிய 
மூன்றும் முறையே முற்றொருமைகள் . என வே . - வின் நியமப் 
பாதையும் P யின் நியமப்பாதையும் ஒன்றேயாகும் . 
மாதிரிக் கணக்கு 10 . 

yy 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் ஒரு புள்ளியில் வரைச் 
செங்கோடாக உள்ள நாணின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை 

43 
+ -- = x - 2 ) என்று நிறுவுக . 
2a 12 

மற்றும் 
M ( x | , y ) அதன் நடுப்புள்ளி என்போம் . 


2 


11 


1 
2 


- 


(a + als ) = $ [[li + 1 ) - 211 ] 


( 1 ) 


1 


y1 = 


( 2at + 2at ,) = a ( 11 + ta ) 


( 2 ) 


மேலும் , PO என்பது P- யில் வரைச் செங்கோடு என்றால் , 


t 


11 


[ மா . க . ( 8 ) ] 


2 


t 


2 


அதாவது 


t1 + 1 ) 


( 3 ) 


அல்லது 


tit, = - 12 


2 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) ஆகிய சமன்பாடுகளில் tr .. t , -a ளை விலக் 
கினால் நாம் விரும்பும் நியமப்பாதை கிடைக்கும் .. 


இப்போது ( 2 ) , ( 3 ) - லிருந்து 

2 
1 


- 


“ (- ) 
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2a 


அதாவது 11 


( 4 ) 


y1 


y1 


( 2 )-லிருந்து 11 + 1 , = 


( 5 ) 


4a2 


( 3 ) , ( 4 ) -களிலிருந்து 111 , 


2 


- 


2 


1 


- 


( 6 ) 


2 


( 5 ) , - ஐயும் ( 6 ) -ஐயும் ( 1 ) -ல் பயன்படுத்துக . 


2 


y 


8a2 


11 


( 


+ 


+ 


2 


4 ) 


2 


a2 


y 


y | 


4a 


2a 


- 


+ 


2 


2a 


M ( x , y ) - ன் நியமப்பாதை 


4as 


2a 


y2 


X 


2 


- 


+ 


2a 


12 


மாதிரிக் கணக்கு 11 . 

lx + my = 1 என்ற கோடு y = 4ax என்ற பரவளைவை 
P , Q என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . [ P , Q- களில் வரையப்பட்ட 

4am ?? 4am 
வரைச் செங்கோடுகள் , பரவளைவின் மேல் உஉள்ள 

12 


( 4 


என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் வரைச் செங்கோட்டில் வெட்டும் 
என் காண்பிக்கவும் . 


P , Q என்ற புள்ளிகளின் ஆ . தொ . முறையே ( at ) 2 , 2ati ) , 
( at , , 2at , ) என்போம் 

2m 

4am2 

4am 
மேலும் T = 

என்றால் 
1 

12 
என்ற புள்ளியை R ( aT2 , 2aT ) என்று குறிக்கலாம் . 


P. என்பவை x + my 


1 என்ற கோட்டிலும் உள்ளவை . 


பாகம் 


எனவே 


1. at 2 + m . 2at = 1 


( 1 ) 


1 


( 2 ) 


lat , 2 + m . 2at , 
( 1 ) - ( 2 ) ; la ( t17 - 122) + 2am (ty 


0 


- 
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2m 


11 + 12 என்பதால் t1 + 1 , 


( 3 ) 


. 


1 


( 1 ) + ( 2 ) ; la [ (t1 " + 12 " ) + 2am ( t : +1 , ) = 2 


அதாவது la [ lt ] + t22 ) - 2tit , ] + 2am ( t , + ty ) = 2 
( 3 )-ஐப் பயன்படுத்தினால் 


4m2 


la 


[1 


- 2tt , 


) 


+ 2am 


( - ) = 


12 


1 


t 19 


( 4 ) 


ai 


P , Q- களில் வரைச் செங்கோடுகள் 


S ( x , y1 ) என்ற புள்ளியில் வெட்டினால் 

2a + a [ lt ] + t , ) - 1 1 , ] 

at 1 , ( t ] + t , ) 


இவைகளில் ( 3 ) , ( 4 ) ஆகியவற்றைப் பயன்படுத்துக . 

4ama 1 
--பின்பு x = 

+ 
12 

1 


- 


20 + 


( 5 ) 


2m 


y1 


- 12 


( 6 ) 


இப்போது R ( aT ?, 2aT ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


y + xT = 


2aT + a13 


4am 


அதாவது y + 


2mx 
| 


+ 


8am3 

13 


1 


( 7 ) 


இதில் ( 5 ) -ஐயும் ( 6 ) -ஐயும் பிரதியிட்டால் 
4am 

2m 4am 
+ 

+ 
12 

12 
எனவே சமன்பாடு ( 7 ) சமனடைகிறது . 


2m 


+ 


87 % 3 
18 


+ 


8ams 
13) 


இதிலிருந்து S ( x1 , yt ) என்ற 

என்ற புள்ளி வரைச் செங்கோடு 
( 7 )-ன் மேல் அமைகிறது என்று தெளிவாகிறது . 


41 ") 


2 


கிறது . 


. 


= ) , இயக்குவரை 30 

செவ்வகலம் 
* 400 
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எனவே , P , Q-களில் வரைச் செங்கோடுகள் வெட்டும் . 

( 4702 . 
S என்ற புள்ளி , R 

என்ற புள்ளியில் வரையப் 
படும் வரைச் செங்கோட்டில் அமைந்துள்ளது என்று நிறுவப்படு 

பயிற்சி 6 . 
1 . பரவளைவின் குவியம் , இயக்குவரை கீழே கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளன . 

அதன் சமன்பாடு காண்க . 
( அ ) குவியம் ( -1 , 1 ) , இயக்குவரை 4x + 3y + 2 = 0 
( ஆ ) குவியம் ( 0 , 0 ) , இயக்குவரை x + y = 4 
( இ ) குவியம் ( 3 , - 2 ) , இயக்குவரை 3x + 2y - 4 = 0 

( B.E. 62 ) 
2. ( a ) ஒரு ( ரவளைவின் அச்சு 3x: - 4y + 5 0 , உச்சி 
( 1 , 2 ) செவ்வகலம் 8 என்றால் அதன் சமன்பாடு காண்க , 
( b ) ஒரு பரவளைவின் அச்சு x -- 2y + 1 = 0 , 

செவ்வகலம் 4 5 என்றால் 
5 

5 
அதன் சமன்பாடு காண்க . 
3 . 
-10 = 0. அதன் சமன்பாடு யாது ? 
குவியம் , இயக்குவரை காண்க . 

( i) y - 6y - x + 9 0 
( ii ) y " 

2x 6y + 5 = 0 
( iii ) x2 

4x - 5.y 1 
( iv ) 22 

20x 8y + 3 = 0 
( v ) 5x2 + 15x - 10 ) 

4 
( vi ) 4y : + 12x 20y + 67 0 ( B. E. 65 ) 


ப 


. 


. 


- 


- 


. 


5 . - ஒரு தொங்கு பாலத்தின் (suspension bridge ) கம்பி 
பரவளை வடிவத்தில் 

ஒரு பக்கத்தில் 
AA PUBLIN 


உள்ளது . 


தலயின் ஒரு 


7 அடி 


22 


9. m- ன் மதிப்பு எதுவானாலும் ( m 

-ஒரு 
நேர் கோடு : 
ஆயத் தொலை வடிவ கணிதம் 
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இருந்து அதன் மிகக் கீழ்ப்புள்ளி ( lowest point from one side of 
the road ) 7 அடி உயரத்திலும் , மிக உயரப்புள்ளி ( h ghest point ) 
22 அடி உயரத்திலும் இருந்தால் அந்த பரவளைவின் செவ்வகலம் 
காண்க ( படம் 57 ] . 

சாலேயின் ஒரு பக்கம் - 

படம் 57 . 
6 . ஒரு குகை வழி பரவளைவு உருவத்தில் அமைந்துள்ளது . 
சாலையின் அகலம் 34 அடி . ரோட்டின் ஒரு பக்கத்திலிருந்து 
2 அடி தூரத்தில் நிற்கும் 6 அடி உயரமுள்ள ஒரு மனி , னுடைய 
தலை பரவளையைச் சரியாகத் தொடுகிறது என்றால் . அந்தக் குகை 
வழியின் மிகப் பெரிய உயரம் என்ன ? 

7. மேலே உள்ள ( 6 ) -ம் கணக்கில் சாலையின் - அகலம் 20 
அடி என்றும் , மிகப் பெரிய உயரம் 12 அடி என்றும் வைத்துக் 
கொண்டால் சாலையின் ஒரு பக்கத்திலிருந்து 5 அடி தூரத்தில் மிக 
அதிகமாக ( utmost ) எவ்வளவு உயரமான கம்பத்தை குத்தாக 
நிறுத்த முடியும் ? 

8. x2 + y ) 4a " என்ற வட்டத்தின் தொடுகோடுகள் 
= 4ax என்ற பரவளைவைக் குறித்து இசைக்கோடுகள என் றால் 
அவைகளின் இசைப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை என்ன ? 
என்பது y : 4a ( x + a ) - யின் தொடுகோடு என்று நிறுவுக . 
10 . 

ஒரு பரவளை வின்... இரண்டு - தொடுகோடுகள் அதன் 
சமச்சீர் அச்சிலிருந்து 01 , 6 , கோணங்களில் உள்ளன . பின் 
வருவனவற்றை நிறுவுக . 

( a ) tan 01 + tan e , = k ( மாறிலி ) என்றால் அந்தத் 
தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் நியமப்பாதை உச்சி 

பொ . க . - 26 


ya 


IPE 


- 
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பொறியியற் கணக்கு 


( b ) 01 +02 = 90 ° என்றால் தொடுகோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை ( ச வியம் வழியாக செல்லும் அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக உள்ள ஒரு நேர்கோடு . 


Vc2 + 4a " - c 
11. tan * 0 

என்றால் , x2 + y : = a என்ற 

2c 
வட்டத்திற்கும் y = 

= 4ax என்ற பரவளைவுக்கும் வரையப்பட்ட 
பொதுத் தொடுகோடு - அச்சிலிருந்து 6 கோணத்தில் இருக்கும் 
என நிறுவுக . 


12. S = y 4ax என்ற பரவளைவின் இரு தொடுகோடுகள் 
60 ° கோணத்தில் வெட்டுகின்றன . வெட்டும் புள்ளியின் நியமப் 
பாதை மையவகற்சி ( eccentricity ) 2 ஆக உடைய ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளைவு என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.E. 71 ) 


13. x + 4a 

x + 4a = 0 என்ற கோட்டில் உள்ள புள்ளிகளிலிருந்து 
y = 4ax என்ற பரவளைவுக்கு தொடுகோடுகள் வரையப்பட்டால் 
தொடு நாண்கள் உச்சியில் செங்கோணத்தில் எதிர்கொள்ளும் 
என்று காண்பிக்கவும் 


* 


14. x + y : என்ற வட்டத்தைக் குறித்து P என்ற 
புள்ளியின் இசைக்கோடு y 4ax என்ற பரவளைவைத் தொடு 
-கிறது . P- யின் நியமப்பாதை y + ax = 0 என்று நிறுவுக . 


- 


15. y = 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் P , Q என்ற புள்ளி 
களில் தொடும் தொடுகோடுகள் R- ல் சந்திக்கின்றன . 


( i ) P- யின் கிடைத்தூரம் ; Q- வின் கிடைத்தூரம் 
( abscissa ) = : /42 : 1 என்றால் , R- ன் நியமப்பாதை , 


y = ( p3 

+ 1-3) 


ax என நிறுவுக . 


( ii ) P- யின் கிடைத்தூரம் : Q. வின் கிடைத்தூரம் 

= 4 : 1 என்றால் R. ன் நியமப்பந்தை 


y = ( ul 

+ - 2 


ax 


என நிறுவுக . 


என்ற 


- 


16. Ix + my + n = 0 என்ற கோடு y " 4ax 
பரவளைவை P , Q என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . P , Q- களையும் 
( C , 0 ) என்ற புள்ளியையும் இணைக்கும் கோடுகள் பரவளைவை 
மீண்டும் R , T என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . RT-யின் 
சமன்பாடு nx 

= 0 என நிறுவுக , ( B. Tech . 64 ) 


Iney -12 
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17 . 

ஒரு பரவளைவின் உச்சித் தொடுகோட்டில் ( tangent at 
"the vertex ) உள்ள புள்ளிகளிலிருந்து அவைகளின் இசைக்கோடு 
களுக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்தின் அடிகளின் ( feet of the 
perpendiculars ) நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.Tech . 67 ) 


18 . ஒரு பரவளைவின் இரு தொடுகோடுகள் இயக்கு வரையை 
Q , R என்ற புள்ளிகளில் சந்தித்து P என்ற புள்ளியில் வெட்டு 

QR = d ( மாறிலி ) என்றால் P- யின் நியமப்பாதை 
4ax ) ( x + a) . 

d2x ? என்று நிறுவுக . 


கின்றன . 


2 


M 


19. ஒரு பரவளைவின் மேல் உள்ள P , ( என்ற புள்ளிகளில் 
தொடும் தொடுகோடுகள் T- யில் வெட்டுகின்றன . S குவியம் 
என்றால் 

SP . SO என்றும் 
( b ) TP - யும் , 

TP- யும் , TQ- வும் S- ல் சமகோணங்களில் எதிர் 
கொள்கின்றன என்றும் நிறுவுக . 

( B.E. 59 ) 


( a ) ST2 


20. ஒரு குவிய நாணின் ( focal chord ) முனைப் புள்ளிகளில் 
ஒன்று ( at ) , 2at ) என்றால் மற்ற முனைப் புள்ளி காண்க அந்த 
நாணின் நீளம் எவ்வளவு ? 

- ( B. E. 66 ) 


21. PO , RT என்பவை இரு குவிய நாண்கள் . PORT என்ற 
நாற்கரத்தின் இரு சோடி எதிர்ப் பக்கங்களும் பரவளைவு உள்ள 
திசையிலேயே வெட்டுகின்றன என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.Tech. 70 ) 


1 


+ 


1 
22. S குவியம் , PQ குவிய நாண் என்றால் 

SP 
( 4a 

செவ்வகலம் ) என்று காண்பிக்கவும் . 


1 
SQ 


-- 
- 


y 


- 


23 . 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள மூன்று புள்ளி 
களின் நிலைத் தூரங்கள் y1 > > 2 > y s என்றால் அந்த மூன்று 

1 
- புள்ளிகளை உச்சிகளாக உடைய முக்கோணத்தின் பரப்பு 
( y1 ~ y , ) ( y , ~ ys ) ( ys ~ y ) என்று காண்பிக்கவும் . ( B.E. 65 ) 

( - என்பது வித்தியாசத்தின் குறி ] 


8a 


: 


24 y : 

4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள Q , R என்ற 
புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் பரவளைவை மீண்டும் P-யில் 
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வெட்டுகின்றன . QR என்ற நாண் பரவளை வின் அச்சின் ஒரு 
நிலைப்புள்ளி ( fixed point ) வழியாகச் செல்கிறது என்று நிறுவுக . 

( B. E. 70 ) 


= 


25. y : 

4ax என்ற பரவளைவின்மேல் உள்ள P ( at2 , 2at ) 
என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு பரவளைவை Q - வில் வெட்டு 

2ae 
கிறது . A என்பது உச்சி என்றால் A APQ- வின் பரப்பு 

t 
( 1 + 12 ) ( 2 + 12 ) என்று நிறுவுக . 


26 . ஒரு பரவளைவின் மேல் உள்ள ஒரு புள்ளியின் கிடைத் 
தூரமும் நிலைத் தூரமும் ( abscissa and ordinate ) சமமாக இருக் 
கின்றன . அந்தப் புள்ளியில் வரைச் செங்கோட்டு நாண் ( normal 
chord ) குவியத்தில் ஒரு செங்கோணத்தில் எதிர்கொள்கிறது என 
நிறுவுக . 

( B. E. 72 ) 


Q. R 


27. y / 4ax என்ற ஒரு பரவளைவின் மேல் உள்ள P. 
என்ற புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் ( h , k ) என்ற புள்ளியில் 
வெட்டுகின் றன . A PUR- ன் ஈர்ப்பு மையம் பரவளை வின் அச்சில் 
உச்சியிலிருந்து ( h - 2a ) தூரத்தில் அமைந்துள்ளது என்று 
நிறுவுக , 

( B. Tech . 66 ) 


28. y = 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள ( x | . y ) 
. ( x ,, y , ) என்ற புள்ளிகளில் வரையச் செங்கோடுகள் ( xg , ys ) 
என்ற புள்ளியில் வெட்டுகின்றன . 


* 3 


* 


2a . + 


- 


1 

( y1 + y y + y ) 
4a 


ys 


} } | 
8a2 


( y + y :) 


என்று காண்பிக்கவும் . 


29.y = 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள ( 4a , 4a ) , 
( 23 , 2a 2 ) என்ற புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோட்டு நாண்கள் 
முறையே குவியத்திலும் , உச்சியிலும் செங்கோணத்திலும் எதிரி 
கொள்கின்றன என்று நிறுவுக . 

( B. E. 62 ) 


30. PQ என்பது y : = 4ax என்ற பரவளை வின் மேல் உள்ள 
P என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோட்டு நாண் . P , Q என்ற 


- 
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புள்ளிகளில் தொடும் தொடு கோடுகள் T- யில் சந்திக்கின்றன . 
இயக்கு வரை TP- யை இருசம் கூறாக்குகிறது என நிறுவுக . 

( B.E. " 54 ) 


- 


31. y 

4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள A , B என்ற 
புள்ளிகளில் அமையும் தொடுகோடுகள் ( x ) , y ) என்ற புள்ளி 
யிலும் அந்த புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் ( x ,, y , ) என்ற 
புள்ளியிலும் சந்திக்கின்றன . 

y1 

X1 
2a - x ] + 

என்று காண் 


2 


x 


பிக்கவும் . 


32. y 

4ax என்ற பரவளைவின் PQ என்ற நாண் உச்சியில் 
செங்கோணத்தில் எதிர் கொள்கிறது . P , Q- களில் வரைச் செங் 
கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் நியமப்பாதை y = 16a ( x - 6a ) 
என்று காண்பிக்கவும் . 

( B. E. 58 ) 


33. y 4ax என்ற பரவளைவின் வரைச் 

செங்கோட்டு 
நாண்களின் இசைப் புள்ளிகளின் 

நியமப்பாதை ( x + 2a ) 
y + 4a = 0 என நிறுவுக .. 

( B. E. 61 , 63 ) 


34. ஒரு பரவளைவின் வரைச் செங்கோடுகள் பரவளை வின் 
அச்சுக்கு 91 , 0 , கோணங்களில் உள்ளன . 81 + 9 , 90 ° 
என்றால் , அந்த வரைச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை y : = a ( x - a ) என நிறுவுக . 


35. ஒரு பரவளைவின் அச்சும் இயக்குவரையும் வெட்டும் 
புள்ளி வழியாகச் செல்லும் நாண் பரவளைவை A , B என்ற புள்ளி 
களில் வெட்டுகின்றன . 

A , B-களில் வரைச் செங்கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் நியமப்பாதை என்ன ? 


2 


36. Ix + my + n = 0 என்ற கோடு ) 4ax என்ற 
பரவளை வின் வரைச் 

செங்கோடு 

ஆவதற்கான நிபந்தனை 
als + 2alm ? + men = 0 என்று நிறுவுக . 


37. ஒரு பரவளைவின் உச்சியில் செங்கோணத்தில் எதிர் 
கொள்ளும் நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதையும் ஒரு 
பரவளைவுதான் என்று நிறுவுக . 

( B.Tech . 65 ) 


38. y . 4ax என்ற பரவளைவின் மேல் உள்ள P , Q என்ற 
புள்ளிகளில் வரைச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி . அதாவது 
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பரவளைவின் மேல் உள்ளது என்றால் , PQ- வின் நடுப்புள்ளியின் 
நியமப்பாதை ) 2a ( x + 2a) என்று காண்பிக்கவும் . 


39.y 

4ax என்ற பரவளைவின் நான் 2 + 4ax 
என்ற பரவளைவைத் தொடுகிறது . அந்த நாணின் நடுப் புள்ளி 
யின் நியமப்பாதை யாது ? 

( B. Tech . 72 ) 


40. ஒரு பரவளை வின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் வரைச் 
செங்கோடு பரவளைவின் அச்சை என்ற புள்ளியில் வெட்டுகிறது . 
PO- வின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை மற்றொரு பரவளைவு எனக் 
காண்பிக்கவும் . 


41 .. ஒரு பரவளைவின் குவிய நாண்களின் நடுப் புள்ளிகளின் 
நியமப்பாதை குவியத்தை 

உச்சியாகக் 

கொண்ட மற்றொரு 
பரவளைவு என்று காண்பிக்கவும் . 

( B. E. 63 ) 


42 . ஒரு பரவளைவின் வரைச் செங்கோட்டு நாண்களின் நடுப் 
புள்ளிகளின் நியமப்பாதை * - 2a ( x 2a ) y : + 8d * = 0 
என்று நிறுவுக . 


- 


- 


ae 


43. * 

4ax என்ற பரவளைவின் நாண்கள் x " --- ye 
என்ற வட்டத்தைத் தொட்டால் அந்த நாண்களின் நடுப்புள்ளி 
களின் நியமப்பாதை என்ன ? 

( B E. 62 ) 
44 . P என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு பரவளைவுக்கு வரையப் 
பட்ட வரைச் செங்கோடுகளில் இரண்டு ஒன்றாக இணைந்தால் 
( two of the normals coincide ) P- யின் நியமப்பாதை 27aye 
( x 2a ) என்று காண்பிக்கவும் . 

( B. E. 46 ) 


-- 


45. P என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு பரவளைவுக்கு வரையப் 
பட்ட வரைச் செங்கோடுகள் பரவளைவின் அச்சை R , S , T என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . A என்பது உச்சி . AR . AS , AT என்ற 
தூரங்கள் கூட்டு விருத்தி கூட்டுத்தொடர் ( arithmetic progression ) 
ஆக இருந்தால் P- யின் நியமப்பாதை 27ay : = 2 ( x - 2a ) * என 
நிறுவுக . 


46. இயக்கு வரையில் உள்ள புள்ளிகளிலிருந்து y 4ax 
என்ற பரவளைவுக்கு வரையப்பட்ட தொடு நாண்களின் நடுப்புள்ளி 
களின் நியமப்பாதை y " ( 2x + a ) = a ( 3x + a ) என நிறுவுக . 
47 . 

வட்டம் பரவளைவைப் பொதுவாக 4 புள்ளி 
களில் வெட்டும் என்றும் அதாவது புள்ளிகளின் நிலைத் தூரங்களின் 
( ordinates ) கூட்டுப் பலன் பூச்சியம் என்றும் நிறுவுக : 
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48 . ஒரு வட்டம் ஒரு பரவளைவை P , Q , R , S என்ற புள்ளி 
களில் வெட்டினால் PQ- வும் , RS- ம் அதாவது பரவளைவின் அச்சுக் 
குச் சம கோணத்தில் உள்ளன என்று காண்பிக்கவும் . 


49. P என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு பரவளைவுக்கு வரையப் 
பட்ட வரைச் செங்கோடுகள் PB , PC , PD என்றால் B , C , D 
வழியாக வரையட் பட்ட வட்டம் பரவளைவின் உச்சி A வழியாகச் 
செல்லும் என நிறுக . 


விடைகள் 


ப 


1. ( அ ) 9x 24xy + 16y - 34x - 62y + - 46 
( ஆ ) x + y ? - 2xy + 8x + 8y 16 = 0 

12xy + 9y 54x + 68y : + 153 = 0 


-- 


( இ ) 4x2 


- 


2. ( a ) 9x + 16y - 24xy - 130x - 160y + 425 
( b ) x2 + 4y : 

6x -- 8y + 1 = 0 


4xy 


-- 


3. 4x : + 9y " + 12.xy / - 12.0 


112y * - 44 


- 


4. ( i ) ( 0 , 3 ) , y - 3 = 0 , 1 , 


1. ( 4,3 ) . x + 4 = 


- 


-- 
- 


0 , 


( ii ) ( -2 , 3 ) , y 

3 


2. ( 


8), 


2x + 5 = 0 


1 ) , 


( iii ) ( 2 , 


- 


0 , 


9 


- 


O 


4x + 11 = 0 , 


5 , ( 2. 4 ) . y + 
(iv ) ( -4 . 2 ) . 

0. ( * - 2 ), x = -41 
( 3 , 81 ) , 2x +8 = 0 , 

45 ). 40y + 81 = 0 


2 , 


2- 40 


408 


பொறியியற் கணக்கு 


( vi ) 


5 
2 


2y = 5 , 


( 27 
( 17. 3 ) , 


-11 


-- 


3 , 


11 


5. 60 அடி 


6 , 273 அடி . 


9 அடி 


8. x2 


- 


4a ? 


y 


20 . 


( * .- ") . a (x + + ) 


35.y 


a ( x 


- 


a ) 


39. 3y3 


4ax 


43. ( y2 + 4a ) a ) 


-- 
- 


( y - 2ax ) " 


துணை அதிகாரம் 7 . 
நீள் வட்டம் 

( Ellipse ) 


574 . நியம வடிவத்தில் நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு ( Equation of 

the Fllipse in the standard form ) 


y 


B 


S ( - 09,0) 


5 


S ( ae , o ) | 


N 


N 


0. 


படம் 58 . 


e > 1 


என்பதை 


நாம் 


நீள் வட்டத்தின் மையவகற்சி 
ஏற்கனவே கூறியிருக்கிறோம் . 
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S என்ற புள்ளி குவியம் , 1 என்ற கோடு இயக்கு வரை 
என்போம் . இயக்கு வரைக்கு 1 ஆக 32 வரைக . SZ- ஐ A.A 
என்ற புள்ளிகளால் e : 1 என்ற விகிதத்தில் முறையே உள்ளிலும் 
புறத்திலும் ( internally and externally ) பிரிக்கவும் . 

SA SA 
அதாவது 

AZ A 7 


- 


| 


எனவே வரைவிலக்கணப்படி A , A என்ற புள்ளிகள் நீள் வட்டத் 
தின் மேல் உள்ளன . 

AA = 2a என்க . C அதன் நடுப்புள்ளி என்றால் CA = CA = a 


C- யை ஆதியாகவும் CZ- ஐ x- அச்சாகவும் CZ- க்கு 1 ஆக 
உள்ள நேர் கோட்டை y - அச்சாகவும் எடுத்துக்கொள்க . 


SA = e . AZ அதாவது CA 


CS = e ( CZ - CA ) 


( 1 ) 


SA = e . A Z அதாவது CA -- CS == e ( CZ- CA ) 


( 2 ) -லிருந்து ( 1 ) -ஐக் கழித்தால் 

2CS 2a 


CS 


-- 
--- 


ae 


( 1 ) -ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் கூட்டினால் 


2d = e . 2CZ 





CZ = 


e 


P ( x , y ) என்பது நீள்வட்டத்தின் மேல் ஏதாவது ஒரு புள்ளி , 
என்போம் . S- ன் ஆ . தொ . ( ae , 0 ) இயங்கு வரைக்கு + ஆக 
PM வரைக . x- அச்சுக்கு --- ஆக PN வரைக . 


பின்பு , 


CN = x , NP = y , PM = NZ 


+ 


- 


e 


வரைவிலக்கணப்படி SP ? = e . PM2 


அதாவது (x 


ae ) 2 + y2 


- 


e 


x 2 - 2ae x + a2 + y . 


a 


- 


2ae r tex ? 


- 


( 1 - 2 ) + y : 


a ( 1 - " ) 


x2 


pa 


அதாவது 


1 


Q2 


a2 ( 1 


.b = a ( 1 - e ) என்போம் . 


- 
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e < 1 என்பதால் b2 , + மதிப்பு பெறும் . எனவே 5 மெய்க் . 
கணியம் நியம வடிவத்தில் நீள்வட்டத்தின் சமன்பாடு 


x2 


+ 


13 


--- 


1 


Q2 


( A ) 


52 


குறிப்பு : 1. சமன்பாடு ( A ) - யில் 

( A ) - யில் ( x , y ) - க்குப் பதிலாக 
( x , - y ) , அல்லது ( - x , y ) அல்லது ( - , - y ) இட்டாலும் சமன் 
பாடு சமனடையும் . எனவே நீள் வட்டம் x- அச்சு , y- அச்சு , ஆதி 
ஆகியவற்றுக்குச் சமச்சீராக உள்ளது என்று புலனாகிறது . 


- 


2 . சமன்பாடு ( A ) - யை x- அச்சுடன் ( அதாவது ) 
தீர்வு காணில் , x = = a . 


= 0 ) 


மேலும் - அச்சுடன் ( அதாவது x = 0 ) தீர்வு காணில் 
y = =E6 . எனவே A ( a , 0 ) , A ( -a , 0 ) , B ( O , b ) , B ( 0 , - 6 ) 
ஆகிய புள்ளிகள் நீள்வட்டத்தின் மேல் உள்ளன . 


3. நீள்வட்டம் ஒரு மூடிய வளைகோடு ( closed curve ) . 
x = = a , y = = b ஆகிய செவ்வகத்திற்குள் அடங்கும் . 


4. AA 
axis ) என்பர் . 


2a . இதை நெட்டச்சு அல்லது போச்சு ( major 


26. இதைக் குற்றச்சு அல்லது சிற்றச்சு ( minor 


BB 
axis ) என்பர் . 


C- யை நீள்வட்டத்தின் மையம் என்றும் , C வழியாகச் 
செல்லும் நாண்களை விட்டங்கள் என்றும் கூறப்படும் . ACA , 
BCB என்பவை தலையாய விட்டங்கள் ( principal diameters ) . 


5. * குவியம் S ( ae , 0 ) என்றால் அதற்கு ஒத்த ( correspon 

T x நீள் வட்டம் சமச்சீருள்ளது என்பதால் 
அதற்கு S ( -ae , 0 ) என்ற மற்றொரு குவியமும் அதற்கு ஒத்த 

என்ற இயக்குவரையும் உண்டு . 


- 


e 


6. குவியத்திலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு உள்ள நிலைத் தூரம் 
( ordinate at the focus S or S ) அரைச் செவ்வகலம் ( semi- latus 
Sectum ) எனப்படும் . 


y1 | 
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SL அரைச் செவ்வகலம் என்றால் ; ( ae , SL ) என்பது நீள் 
வட்டத்தின் மேல் உள்ள L என்ற புள்ளியின் ஆ . தொ . ஆகும் . 


are 


+ 


SL 
b2 


- 


- 


aa 


1 அதாவது SL2 


b . ( 1 - e ) 


b2 


அதாவது SLS 


b2 . 


[ be = a ( 1 - e ) ] 


b2 


SL 


- 


* 


252 


செவ்வலகம் 


2SL = 


- 


Var - b2 


7 . 


மையவகற்சி e = 


< 1 


975. குறியீடுகள் ( Notations ) 
இந்த துணை அதிகாரத்தில் 

அதிகாரத்தில் கீழ்வரும் குறியீடுகளைப் பயன் 
படுத்துவோம் . 


S 


+ 


என்றால் , 


XX ) 


S ] = 


+ 


yyi 
b2 


11 


a2 


** 
s , = ** + 27 

* + 


1 


Siz = 


1 


2 


X 


S ] ] = 


+ 


1 


aa 


b2 


2 


S22 


III 


+ 


y2 
62 


1 


மேலும் 


L = Ix + my + n என்றால் , 


L ] = 1x1 + my + n 
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2 


76. S = + 1 = 0 என்ற நீள் வட்டத்தைக் 

குறித்து P ( x , y ) என்ற புள்ளியின் அமைப்பு 


aa 


b2 


P ( x , 4 ) 


a ( z.y ) 


N 


படம் 59 . 


P- யிலிருந்து - அச்சுக்கு - ஆக PN வரைக . 

PN என்பது 
நீள் வட்டத்தை Q- வில் வெட்டட்டும் . Q- வின் ஆ . தொ . 
( xy , y ) என்போம் . 


* + = 1 
* ( s ) * = 5 * ( 1 - * ) 


P என்பது நீள் வட்டத்தின் வெளியே , மேல் , அல்லது உள்ளே 
இருந்தால் 

முறையே PN2 * QN2 


அதாவது y1 * * ( y ) 2 


அதாவது y 2 3 b2 


5 " ( 1 - * ) 
* + . 21 


அதாவது 


அதாவது S11 = 0 
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- 


877. SS = 

1 = 0 என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் 

b2 
உள்ள P ( x , yx ) என்ற புள்ளியில் அமையும் தொடுகோடு 


- 


x2 


1 


- 


0 


22 * 12 


62 


dy 


2x 
aa 


2y 
+ 

2 


0 


. 


dx 


dy 
dx 


bes 
ury 


" 
- 


- 


dy 


11 


க 


- 


P ( xy y ) -ல் 

தொடுகோட்டின் சரிவு 
dx a y 
P ( Xy , y )-ல் தொடும் தொடுகோடு 


b2x 
ay1 


y - 


( x -- x1 ) 


- 


2 


a ( yy : - y12 ) 


b- xx +6 

+ be x 2 


2 


xx1 | 


அதாவது 


+ 


1111 
b 


+ 11 


aa 


ai 


be 


ஆனால் P ( x ] , y ) என்பது நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ளது . 


Y ) 


எனவே , 


1 


aa 


62 


தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 


xx1 , 


+ 


yy | 
be 


aa 


xx | 


1 


--- 


yy1 
b2 


-- 


அதாவது 


q2 


அதாவது S. 


0 


- 


y 


ae ) 


878 . S + 

1 == 0 என்ற நீள்வட்டந்தின் மேல் 

b2 
P ( x , y ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


P ( x1 , y ) - ல் தொடுகோட்டின் சரிவு 


b2x | 
a y :1 


வரைச் செங்கோட்டுச் சரிவு 


aiyi 
bxy 
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வரைச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


a y1 


y - y = 0 


b x ] 


( x - x1 ) 


axy | - arx1 yi 


b x ] y - b2xy 

b y 
அதாவது 

NI 


a x 


a2 


b2 


+ 


- 


79. Ix + my + n = 0 என்ற நேர்கோடு S = 

-1 = 0 

b2 
என்ற நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை 
lx + my + n = 0 

( 1 ) 
என்ற கோடு S = 0 - வை P ( xy , y :) என்ற புள்ளியில் தொடட்டும் . 


ஆனால் ( x1 , y1 ) - ல் அமையும் தொடுகோடு 


XX1 


Si = 


y 1 
+ 

b 


1 = 0 


- 


a2 


( 2 ) 


அதனால் 


எனவே ( 1 ) -ம் ( 2 ) -ம் ஒரே கோட்டைக் குறிக்கிறது . 
ஒரே மாதிரி உறுப்புகளின் குணகங்கள் விகித சமத்தில் இருக்க 
வேண்டும் . 


.x / a 

1 


y1 /b2 


1 


ma 


n 


bam 


அதாவது X1 = 


a1 

11 
1 


= 


n 


இந்தப் புள்ளி ( 1 )-ன் மேல் உள்ளது . 


a ? 12 


b2012 


+ n = 0 . 


11 


1 


எனவே நாம் விரும்பிய நிபந்தனை al2 + b m ? = in ? மேலும் 

a27 
தொடுபுள்ளி 


துணை முடிவு : 

( 1 ) y = mx + c என்ற கோடு S = 0 - வின் தொடுகோடு 
ஆவதற்கான நிபந்தனை c3 a m2 + b2 . தொடுபுள்ளி , 

aen 12 


( -m , * ) 


ம் , 
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( 2 ) y = mx + Vame + b2 என்ற இருகோடுகள் m- ன் 
எல்லா மதிப்புகளுக்கும் S = 0 -வின் இணைத் தொடுகோடுகள் 
{ parallel tangents ) ஆகும் . 


y 
b2 


0 


- 


12 
$ 80 . S = 

1 என்ற நீள் வட்டத்தின் செங் 
a2 
குத்துத் தொடுகோடுகள் ( perpendicular tangents ) வெட்டும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் ஆகும் . ( B.Tech . 63 ) 

y = mx + Var m2 + ze 
என்ற தொடுகோடு (31. y ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால் , 

y1 = mx + Va : m2 + b2 


அதாவது m ” ( x - a ) - 2mx y + ( y1-5 ) = 0 


( 1 ) 


சமன்பாடு ( 1 ) என்பது m- ல் இருபடிச் சமன்பாடு ஆதலால் 
இரண்டு தொடுகோடுகள் . ( x , y1 ) - ல் வெட்டுகின் றன் . அந்தத் 
தொடுகோடுகளின் சரிவுகள் ( 1 ) -ன் மூலங்களான m1 , mg ஆகும் . 


ஆனால் அந்தத் தொடுகோடுகள் செங்குத்தாக உள்ளன . 


- 


1 


mme 


2 


y1 


b2 


-- 
- 


- 


1 


2 


X1 


- 


அதாவது x1 " + y + + 

செங்குத்துத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( x ] y1 ) - ன் 
நியமப்பாதை x + y = a + b * இந்த வட்டத்தை குத்துத் 
தொடுகோட்டு வட்டம் ( Director circle ) என்பர் . 


வட்டம் 


குறிப்பு : பரவளைவின் குத்துத் தொடுகோட்டு 
இயக்குவரை ஆகும் . ( 973.6 ) 


881. ஏதேனும் ஒரு தொடுகோட்டுக்கு குவியம் S- லிருந்து SY , 

S Y என்ற செங்குத்துக் கோடுகள் அந்த தொடுகோட்டை 
Y , Y-களில் வெட்டட்டும் . Y ,Y-களின் நியமப்பாதை ஒரு 
வட்டம் ஆகும் . மேலும் SY • S Y = be 
y = mx + Va m2 + be 

( 1 ) 
என்பது நீள்வட்டத்தின் ஒரு தொடுகோடு ( 1 )-க்குச் செங்குத்தாக 
---S ( ae , 0 } வழியாகச் செல்லும் கோடு 


... 
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1 


0 


( x 


- 


( 2 ) 


- 


ae ) 


40 . 


m 


( 1 ) -ம் ( 2 )-ம் Y- ல் வெட்டுகின்றன . Y- ன் நியமப்பாதை காண 
m- ஐ ( 1 ) , ( 2 ) - களிலிருந்து விலக்க வேண்டும் . 


( 1 ) -ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் பின்வருமாறு எழுதலாம் . 


( y -- mx ) ? 


3 


- 


a m2 + b2 


( my + x ) = are2 


( 2 ) 


... 


2 


- 


- 


( 1 ) -ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் கூட்டினால் 
(( 1 + m ? ) ( x2 + y ) = am2 + be + are 

a.m + a . ale + are 
அதாவது ( 1 + m ) ( x2 + y ) = a ( 1 + m ) 
1 + .m2 +0 

x2 + y = a 


2 


2 


இந்த வட்டம் அரை நெட்டச்சை ( semi major axis ) ஆர 
மாகவும் நீள் வட்டத்தின் மையத்தை மையமாகவும் உடையது . 
இதற்குத் துணை வட்டம் ( auxiliary circle ) என்று பெயர் 
( படம் 60 ) . 


Y " - ன் நியமப்பாதையும் இதுவே என்று எளிதாக உணரலாம் . 


2 


மேலும் பி ( ae , 0 )-விலிருந்து ( 1 )-க்கு உள்ள செங்குத்துத் 

mae + ar m ? + b2 
தூரம் = SY 

1 + M 
இதேபோல் S ( -ae , O ) விலிருந்து ( 1 )-க்கு உள்ள செங்குத் 

--mae + Varm2 + 62 
துத் தூரம் S Y = 

1 + m 


- 


ar me + 62 mare 
SY . S Y 

1 + me 
b + am ( 1-2) 

1 + me 
b2 + 2m2 

1 + m ) 
SY SY = h2 


52 


2 
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y 


+ 


- 


என்ற 


வட்டத்திற்கு 


= 1 0 

நீள் 
aa 
( x1 , y1 ) என்ற புள்ளியின் தொடு நாண் S. 
35 ஐப் பார்க்கவும் . 


0 


2 


x2 


- 


1 


883. S 


+ 


= 0 என்ற 


-- 


62 


நீள் 


வட்டத்தைக் 


குறித்து ( x ) , y ) என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு S. 


- 


O 


ஆகும் . 


37 ஐப் பார்க்கவும் . 


2 


+ 


என்ற 


x2 
884 . S = 
ae 2 

நீள் வட்டத்தில் , 
M ( x , y ) என்பதை நடுப்புள்ளியாக உள்ள நாணின் சமன் 
பாடு 


AB என்பது M ( 1 ) -ஐ நடுப்புள்ளியாக உடைய நாண் 
என்போம் . அதன் சரிவு tan 0 என்றால் அதன் சமன்பாடு , 


- 


y - 1 
sing 


r 


--- 


. 


ப . 


COSO 


( படம் 53 ஐப் பார்க்கவும் ) 


இங்கே " என்பது M { x1 , y1 ) - லிருந்து ( x , y ) - க்கு உள்ள 
வெக்டர் தூரத்தைக் குறிக்கும் . 


சமன்பாடு ( 1 )-லிருந்து , மேற்படி நாணின் மேல் உள்ள 
ஏதாவது ஒரு புள்ளியை ( x + I cos 9 , rl + r sin g ) என்று 
குறிக்கலாம் . 


இந்தப் புள்ளி 

A அல்லது B- யைக் குறித்தால் அதன் 
ஆ .- தொ . S = 0 - வைச் சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


( x + | cosG 
அதாவது 


+ 


( y ) --- r sin g ) 

52 


-- 


- 


1 


அதாவது " (b2 cos G + a sin a ) + 2r ( b xy cosG + ay sir: a ) 
+ (bx " + ay a2be ) = 0 

( 2 ) 


1 


சமன்பாடு ( 2 )-ல் -ன் மூலங்கள் வெக்டர் MA , MB- களைக் 
குறிக்கும் . 

பொ . க . - 27 


பொறியியற் கணக்கு 


-- ஆனால் MA + MB = 0 


1 


எனவே ( 2 ) -ன் மூலங்களின் கூட்டுத்தொகை 


- 


அதாவது 7 - ன் குணகம் 


0 


அதாவது b x ; cos 9 + a yi sin a 


O 


bx 


tan 


-- 


ayi 


= நாணின் சரிவு 


இதை ( 1 ) -ல் பயன்படுத்தினால் நாணின் சமன்பாடு 
y - y 

- b2x | 


-- 


X1 


a² yı 


அதாவது a ( yy ; - y ) 


b2 ( xx 1 


- 


- 


--- 


- x2 ) 


2 


xx ) 


yy1 


2 
X1 


அதாவது 


+ 


+ 


Q2 


a 


ha 


இருபுறத்திலும் - 1 - ஐக் கூட்டினால் 


2 


XX1 


yy 


- 


1 


--- 


- 


* + , 


- 


+ 


1 


1 


Q8 


b2 


அதாவது 


Si 


11 


2 


என்ற 


aa 


8 85. S = + 

O 
b2 

நீள் வட்டத்திற்கு 
P ( x yi ) என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் இரு தொடு 
கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


S = 


+ 


1 = 0 


( 1 ) 


2 


... 


62 


P ( xy , yi ) வழியாகச் செல்லும் ஏதேனும் ஒரு நேர்கோடு 
PLM- ன் சமன்பாட்டைப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 

( படம் 54 - ஐப் பார்க்கவும் ] 


y - y 

sin 


( 2 ) 


cos 


இதில் lang ) என்பது அந்தக் கோட்டின் சரிவையும் , 7 என்பது 
P ( xy , y1 ) - லிருந்து ( x , y )- க்கு உள்ள வெக்டர் தூரத்தையும் 
குறிக்கும் . 
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( 2 ) -ல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை ( x + r cos G , 
P1 + r sin a ) எனக் குறிக்கலாம் . 


இந்தப் புள்ளி S = 0 - வின் மேல் இருந்தால் ( அதாவது இந்தப் 
புள்ளி 1 அல்லது M ஆனால் ) அதன் ஆ . தொ . S = 0 - வைச் 
சமனடையச் செய்யவேண்டும் . 


( x + r cos 8 ) 

a ? 


+ 


( y1 + r sina ) 

ba 


அதாவது r (becos 9 + a’sing + 2r ( a x ; cos a + beyi sina ) 
+ ( b2x 2 + a y 2 -- a be) = 0 

( 3 ) 


+ 
( 3 ) -ன் மூலங்கள் வெக்டர் PL , PM- களைக் குறிக்கும் . ஆனால் 


சமன்பாடு ( 2 ) ஒரு தொடுகோடு ஆகும் போது PL , PM ஆகியவை 
சமமாகி தொடுகோடு PA அல்லது PB- யுடன் ஒன்றிவிடும் . 


இதற்கான நிபந்தனை : தன்மை காட்டி 


-- 


0 


(bx | cos 9 + a y sin a ) 2 ( b ? cos G + a sin a ) 

x (b2x2 + a y - a b ) 


அதாவது 


( * cose + : - sin a 

6 ) 
(case + *x +2 ). S 


+ 


. S11 


( 4 ) 


( 4 )-லிருந்து tan G- வைப் பெற்று ( 2 ) -ல் பிரதியிட்டு , வேண் 
டிய சமன்பாடு காணலாம் . அல்லது ( 2 ) , ( 4 ) ஆகியவற்றி 
லிருந்து G- வை நீக்கிவிட்டும் நாம் விரும்பும் சமன்பாடு காண 
முடியும் . பிந்திய முறை எளிதாகையால் அதைக் கையாள்வோம் . 


( 2 )-லிருந்து cos 9 , sin 9 ஆகியவற்றைப் பெற்று ( 4 )-ல் 
பிரதியிட்டால் , 


[ 2 ( F ) ++ ( - ) ) 
- ( (**) ++ ( ) ). S 


SL 


420 


பொறியியற் கணக்கு 


அதாவது 


[ * + - - ( + ; )] 
- [ # ++ - 2 ( * ++ ) 

- ( * + ). S) 


+ 


! 


+ 


S11 


அதாவது ( ST 


--- 


- S11 ) = ( S 


231 + S1 ) . 311 


எனவே தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 

S12 


ப 
- 


SST 


2 


அதாவது 


( 3 + - 1) 
= (* + - 1) ( * + : - 1) 


86 . 


மையவகற்சிக் கோணம் ( Eccentric angle ) 


1y 


Pl 


. 


C 


N 


படம் 60 . 
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C மையமாகவும் , CA = a = அரை நெட்டச்சுவை ஆரமாக 
வும் உள்ள வட்டத்திற்குத் துணை வட்டம் ( auxiliary circle ) என்று 
பெயர் . 


* 


நீள் வட்டத்தின்மேல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளி P என்போம் . 
x - அச்சுக்கு - அச்சுக்கு - ஆக PN வரைக . NP- யை நீட்டியது 
துணை வட்டத்தை P - ல் வெட்டட்டும் . 


P , P ஆகிய சோடிப் புள்ளிகளை ஒத்த புள்ளிகள் ( corres 
ponding points ) என்று கூறுவர் . 


ACP = G- வை மையவகற்சிக் கோணம் என்கிறோம் . 


P- யின் ஆ . தொ . ( 3 , y ) என்றால் ( படம் 60 ) . 


x = CN 


CP cosO 


-- 


a cosa 


இதை நீள்வட்டத்தின் சமன்பாட்டில் பிரதியிடுக . 


y2 


a cos0 

+ 
a ) 


- 


1 


b2 


ஃ y : 


b- ( 1 ) 


- 


cosa ) = b sin G 


y b sin a ( படத்தில் NP நேர்க்குறியுடையது ) எனவே 
P- யின் ஆ . தொ . ( a cosa . sing ) 


G- வின் எந்த மதிப்புக்கும் ( a cosa , b sing ) என்பது நீள் 
வட்டத்தின் மேல் ஒரு புள்ளியைக் குறிக்கும் . 


- 


Xa cos 9 , 

b sin 9 
என்பது நீள் வட்டத்தின் துணையலகுச் சமன்பாடு . 


குறிப்பு : ( 1 ) ( a cos G , b sin G ) என்பதைச் சில வேளை 
களில் ே எனச் சுருக்கமாகக் குறிப்பிடுவோம் . 


AC 
( 2 ) P ( a cos 9 , b sin a ) என்றால் 9 என்பது ACP அல்ல 


என்றும் ஆனால் அது ACP என்றும் கவனிக்கவும் . ஆனால் , 


* 


-- 


0 , 


என்றால் , ACP = ACP ஆகும் . 


2 


2 


19 


- 


b sin p 


- 


- 


X 


--- 


2 COS . 


உ 


--- 


a 


- 


ப 


2 


2 


* 


" 

பொறியியற் கணக்கு 
887. S = 

1 
+ 
a2 | 

என்ற நீள்வட்டத்தின் மேல் 
b2 
உள்ள ே மற்றும் டி என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் நாண் . 
( a cos 9 , b sin a ) , ( a cos. p , b sin p ) என்ற 

புள்ளிகளை 
இணைக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு , 
y b sin 0 b sino 

P 
a cosO a cos 0 

a COS 
9 + P 

91 

P 

sin 
b 
2 sin 

sin 
COS 
b 

2 
sin 

2 
A + p 

ab sino sin 
2 
bx cos + ab cos I cos 

2 
அதாவது bx cos 
2 

2 
9+ 

0+ 
ab cos 9 cos 

sin a . sin 

2 
ab cos 

2 
எனவே நாம் விரும்பிய நாணின் சமன்பாடு 

+ } 

9 + P 
COS 

+ sin 
2 h 

2 
888. S = + 

1 

நீள்வட்டத்தின் மேல் 
உள்ள ே என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 

F87- ல் P = 9. என்று பிரதியிட்டால் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு கிடைக்கும் . ஆகவே தொடுகோடு 


° 2 ) 

( * ) 
((e 

( **) 


9. + 


ay sin 


+ 


ப 


(ce 


2 


G + 


+ ay sin 


9 


= 


( 


9+ 


COS 


( 


2 


ya 


a2 


52. 


cos 0 + 


Sine 


h 
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மாற்று வழி : 

a cos9 , y 


-- 


bsine 


என்பது நீள் வட்டத்தின் துணையலகுச் சமன்பாடு 
dy dy do 

b cosal - bcose 
dx dx / do a sino asing 


- 


- 


- 


தொடுகோட்டின் சரிவு 


b cos 0 
a sin 


தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 


b cos 


y - b sin a 


a cos 0 ) 


a sino 


ay sin a 


ab sing 


--- 


- 


bx cosG + ab cos 0 


அல்லது bx + ay sing 


ab 


1 


--- 


cos G + ; sing 


1 


8 89. g , p என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி 

P ( a cos9 , b sing) . Q ( a cosp , b sinp ) 


என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
R ( xy , y ) என்போம் . இதனால் PQ என்பது R- ன் தொடு நாண் 
ஆகும் . எனவே PQ -வின் சமன் பாடு S. 

= 0 ஆகும் . 


XX1 


அதாவது 


VVT 
62 


- 


1 


a2 


( 1 ) 


ஆனால் 88 - ல் பார்த்த முறைப்படி PQ - வின் சமன்பாடு 


-- 


cos (° * ") + sia ( + ) - 


+ 


= Cos 


(° = ") -- ( 2 ) 


( 1 )-ம் ( 2 ) - ம் ஒரே நேர்கோட்டைக் குறிப்பதால் 
xila ? 

y / b2 

1 . 
COS 

sin 
5 

2 


1 


6 . 


10+ 


* 


03( = ) 
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பொறியியற் கணக்கு 


எனவே தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் ஆ . தொ . 


9 


0 COS 


b sin 


( 3 ) 
( 


- 


( 

2 * ) 


; } | 


9 


--- 


9 


COS 


COS 


2 


890. SS = 


x2 
a2 


+ 


1 


--- 


0 என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் 


உள்ள என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 

b cosG 
தொடுகோட்டின் சரிவு 

a sino 


- 


* 


வரைச் செங்கோட்டின் சரிவு 


- 


a sino 
b cos 0 


( a cos 6 , b sin a ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 

a sin 0 
} - b sin a 

( a cos 9 ) 

b cosG 
அல்லது -by cos - b- sin a cos O == ax sin 9 -- a sin a cos 9 


- 


ப 


அதாவது வரைச் செங்கோடு 


2 


0X 
cos 


-- 


by 
sino 


62 


891. Ix + my + n = 0 என்ற கோடு S = + 

1 0 

a b2 
என்ற நீள் வட்டத்திற்கு வரைச் செங்கோடு ஆவதற்கான 
நிபந்தனை 
9 என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 
lx + my + n = 0 

( 1 ) 


என்போம் . அதே புள்ளியில் 90 - ல் விளக்கியபடி வரைச் செங் 
கோட்டின் சமன்பாடு , 

by 

ae 2 
cos 0 sing 

( 2 ) 


ax 


I .. 


- ( 1)-ம் (2)-ம் ஒரே கோட்டைக் குறிப்பதால் 


In 


T 
a / cosa 


= 


b / sine 


2 
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sino 


cos 
al 


பா 


அதாவது 


2 


mb 


ar 


-- 


be 


all 


- 


cos 


- 


1 ( a 


; sing 
be ) 


bn 
m ( a ) - b ) 


--- 


9 - வை விலக்கினால் நாம் விரும்பிய நிபந்தனை கிடைக்கும் . 


. 


aema 


ban2 


அதாவது 

12 ( a - b ) 


+ 


1 


m ? { a - b ) 2 


( a ” - b ) 


அதாவது 


+ 


12 


2 
1124 


n 


= 0 


- 
- 


892. Po . B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S 

+ 

1 = 0 
aa 

b2 
என்ற நீள் வட்டத்திற்கு பொதுவாக நான்கு வரைச் செங் 
கோடுகளை வரையலாம் . அந்த வரைச் செங்கோடுகள் நீள் 
வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங் 
களின் கூட்டுப்பலன் ( 2n + 1 )ா ஆகும் ( 1 ஏதேனும் ஒரு 
முழு எண் ) 


நீள்வட்டத்தின் மேல் உள்ள என்ற புள்ளியில் வரைச் 
செங்கோடு 

sino 

52 
cos bB 


ax 


இது P ( d , B ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால் 
ad bB 

12 
cosO sino 


aa 


1 


t2 


- 


இதில் t = tan 

9 
2 


H 


cos O 


" 


Sing 


* 


1 


1 +12 


என்று பிரதியிட்டால் 


ad ( 1 --- t ? ) 

1 - 12 


bs ( 1 + 12 ) 

2t 


Qa 


-- 


நம் 


--- 


72 


அதாவது bB 14 + 2 ( ad + a - b ) 18 

+2 ( ad a * + b ) t - bs = 0 
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பொறியியற் கணக்கு 


இது நான்கு படிச் சமன்பாடு என்பதால் பொதுவாக நான்கு 
மூலங்கள் கிடைக்கும் . எனவே , Pd, B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 
நீள் வட்டத்திற்கு நான்கு வரைச் செங்கோடுகள் வரைய இயலும் . 


( ! ) - ன் மூலங்கள் 1 ) , 19 , tg- 14 என்போம் . 


இங்கே 1 ] 


- 


tan 


t 


= tan 


( 2 ). முதலியன . 


( 2 ) 
( 2 + 


99 


tan 


+ 


+ 


) 


ல 


2 


2 


2 


- 


sty - 411 t , 18 
1 -zty t , + ty to tg14 


( 2 ) 


கொள்கையின்படி ( by the theory of 


ஆனால் , 

சமன்பாட்டுக் 
equations )) 


511 , = 0 , It, tst4 


- 


1 


- 


bB | bB 


- 


1 - z t112 + tit , igt4 = 1 - 0 - 1 = 0 


மேலும் 211 + z t ; te ts 


இவைகளை ( 2 ) -ல் பயன்படுத்துக . 


* tan ( 21 + 0, + 9 +8+ ) - 


= 0 = tan ( ( 2n + 1 ) 


((2 


; ) 


ஃ . 


81 +6 , +98 +94 


( 2n + 1 ) * 


893. நீள் வட்டத்தின் சிறப்புப் பண்புகள் ( Special properties 

of an ellipse )) 


+ 


2 


நீள்வட்டம் S = 

- 1 -- 0 என்றால் P ( x ; y ) 
a 

b2 
அல்லது ( a cos g , b sin e ) என்பது அதன் மேல் உள்ள ஏதேனும் 
ஒரு புள்ளி ( படம் 61 ) . 


PN - CA , Pn | CB 


CN : * x = a cos ; NP 


-- 


Cn = y = b sing 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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P- யில் தொடும் தொடுகோடு x- அச்சை ( அதாவது நெட் 
டச்சை T- யிலும் , இயக்குவரையை -விலும் , y- அச்சை ( அதாவது . 
குற்றச்சை ) t- யிலும் வெட்டுகிறது . 





| 


| 


t 


| 


| 
| 


| 


P ( a lose; dstna) ! 


- 


-- - 


- 


m 


| 


1 


A 


s 


C 


G 


S 


N 


A 


வரை 


இயக்குவ 


இயக்குவரை 


படம் 61 


P- யில் வரைச் செங்கோடு x- அச்சை ( அதாவது நெட்டச்சை 
G- யில் வெட்டுகிறது . 


S ( ae , 0 ) , S ( -ae , 0 ) என்பவை குவியங்கள் . 


ZM , Z M இயக்குவரைகள் . 


! 


PM , PM என்பவை ZM, Z M என்ற இயக்குவரைகளுக்குச் 
செங்குத்துக் கோடுகள் . 


CAL 


- 


CA = .a ; CB == CB -- b 


93.1 . 


SP = a - ex = a { 1 bcos 3 )) 
SP 

= a + ex = a ( 1 + e cos 8 ) 
SP + SP = 2a 
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பொறியியற் கணக்கு 


நீள்வட்டத்தின் வரைவிலக்கணப்படி 
SP = e . PM = e . NZ = e ( CZ - CN ) 


= e 


c ( - ) 


-- 


ex - | 


- 


ea cosa 
= a ( 1 -- e cos 2 ) 


- 


இதேபோல் S P = e . PM 


e ( CN + CZ ) 


- 


= (x + :) 


= a + ex = a ( 1 + e cos 8 ) 


- 


2a 


மேலும் SP + PS == a ( 1 . - e cos a ) + a ( 1 + e cos 9 ) 


be 


893-2 . 


PN2 
NA • NA ) 


( மாறிலி ) 


a2 


- 


NA 


- 


CA CN = a - a cos 9 = a ( 1 cos 9 ) 
CA + CN == a + a cos 9 a ( 1 + cosa ) 


NA 


-- 


PN2 


besin G . 


b2 


PN2 
NA • NA ) 


basing 
cos 8 ) . a ( 1 + cos 8 ) 


을 


a ( 1 - 


5 


593.3 . SB S B S B S B 

செங்கோண முக்கோணம் ACSB- யில் 
SB2 CS2 + CB2 ae2 + b2 

are2 + a are2 


-- 


ae 


SB 


எனவே 


மேலும் SBS B ஒரு சாய்சதுரம் . 

SB = S B = .SB = S B 


893-4 . ( i ) CN . CT = ae 

( ii ) cn . ct = b 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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( i ) 


தொடுகோடு PT- யின் சமன்பாடு 


cos 0 + 7 sin a 


- 


1 


al 


இதை ) = 


0 ( நெட்டச்சு என்பதுடன் தீர்வு காணில் 


cos 9 + 0 = 1 


a 


அதாவது T ( 2036 , 0 ) ஆகும் . 


CN . CT 


- 


a cos 


- 


ae 


cos 


( i ) : (0 ) 


என்பது தெளிவாகிறது . 


Cri . c = 


= 


b sing . 


b 
sin 0 


-- 


2 


CG 


. 


22. CN 


+ 


893-5 . ( a ) 

( b ) 


ae * cos 0 


-- 


SG 


e . SP 


-- 


ae ( 1 


- 


e cos G ) 


!! 


( c ) SG 


= 2 . SP 


--- 


ae ( 1 


- 


e cos 6 ) 


( a ) வரைச் செங்கோடு PG- யின் சமன்பாடு 

by 

a2 b 
Cosg 

sino 


ax 


- 


இதை y = 0 - வுடன் தீர்வு காணில் 


00 = aº 


- 


b2 


cos G 


aa 


-- 


. 


are 


COS 


- 


cosG 


ae - cose 


4 


அதாவது CG = ae cos g 


e2x 


- 


e 


CN 


. 


( b ) S G = 


V ( ae - ex + ( 0 

ae - cos ) 


0 ) 


= e (a - ex ) 


ae 


ae ( 1 


- 


e cose 


SP ) 
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பொறியியற் கணக்கு 


2 


( c ) S G = V ( - ae - e x ) + I( 0 0 

= e ( u + ex ) 
= ue ( 1 + e cos C ) = e . S P 


குறிப்பு : செவ்வகலத்தின் முனைப்புள்ளி L- ல் வரைச் செங் 
கோடு நெட்டச்சை ஓ - வில் சந்தித்தால் , ( a ) , ( b ) , ( c ) ஆகிய 
வற்றில் x = ae எனப் பிரதியிடவேண்டும் . 


CP = e . ( L- ன் x- ஆ . தொலை ) 


- 


22 


* de 


ae ) 


Sp = e ( a -- e . ae ) ae ( 1 

e ) 
Sp 

ae ( 1 + ° ) 
SL a ( 1 e2 / ; SL = a ( 1 + 2 ) 


A 
893-6 . SPS 

SPS என்ற கோணத்தின் உள் , வெளியிரு சமவெட்டி 
கள் முறையே வரைச் செங்கோடு PG , தொடுகோடு PT 


ஆகும் . 


$ 93.5 - ல் விளக்கியபடி 


SG = e - SP , SG = e . S P. 


SG 
GS 


S P 
SP 


A 
எனவே PG என்ற வரைச் செங்கோடு SPS என்ற கோணத்தின் 
உள்ளிரு சமவெட்டியாகும் . 


மேலும் தொடுகோடு PT - PG ஆகவே தொடுகோடு PT 

A 
என்பது S PS என்ற கோணத்தின் வெளியிரு சமவெட்டியாகும் . 


893-7 . P யில் தொடும் தொடுகோடு இயக்குவரையை Q - வில் 

வெட்டினால் PQ என்ற தொடுகோட்டின் பகுதி , குவியம் S- ல் 
ஒரு செங்கோணத்தில் எதிர்கொள்கிறது . 


தொடுகோடு : 


cose + sino 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


இயக்குவரை : x === 


e 


இவைகளின் தீர்வு கண்டால் கிடைக்கும் . 


a 


b ( e 


எனவே Q 


( 


. 


cos 
e sin 
0 

b sin a 
ae a ( cos 0 


- 


SP- வின் சரிவு 


b sin 9 
a cos 


-- 


e ) 


b ( e 


- 


cose ) 
e sin 0 


- 


b ( e 


SO- வின் சரிவு 


cos ) 
e ) sing 


a 


a ( 1 


--- 


- 


ae 


ee 


be 


- 


- 


X 


- 


- 


மேற்கண்ட சரிவுகளின் பெருக்கல் பலன் 
b sing 

cosG )) 

b2 
a ( cose - e ) 

a ( 1 

e ) sing a ” ( 1 - 2) 
-62 
11 

be = a ( 1 - e ) 
52 

A 
எனவே PSg : 90 ° 
$ 93-8 . துணைவிட்டங்கள் ( Conjugate diameters )) 

ஒரு நீள்வட்டத்தின் இணை நாண்தொகுதி ( system of paralle 
chords ) யின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமபாதை ஒரு விட்டமாகும் . 


படம் 62 . 


2 


- 


Q2 


|| ) -ன் நியமப்பாதை 
432 

பொறியியற் கணக்கு 
நீள் வட்டம் S = + 

1 0 என்போம் . 

b2 
y = mx என்ற கோட்டிற்கு இணையான நாண்தொகுதியை 
எடுத்துக்கொள்வோம் . 
M ( x - y ) - ஐ நடுப்புள்ளியாக உடைய ஒரு நாண் S. 

yy1 

X ] 
அதாவது 

+ 

b 
இது y = mx- க்கு இணை என்றால் 

b ? 
அதாவது 1 


S11 


2 


XXI 


+ y1 
b2 


a2 


a2 


bx 
ary 
) 


. 


m 


2 


-- 


-- 


. 


X1 


a m 


b2 


y 


X 


. 


arm 


b . 
aen 


- 


அல்லது m 


என்றால் , } = m x இது ஒரு விட்டமாகும் . 


களை y 


Q2 


தைப் பின் வருமாறு விளக்கலாம் . 

b2 
15 min 

என்றால் , y = mx- க்கு இணையான நாண் 

ae 
= m x என்ற விட்டம் இரு சம கூறாக்கும் . 

be 
mm 

என்ற சமச்சீர் தொடர்பிலிருந்து ( symmetric 
relation ), y = m x- க்கு இணையான நாண்களை y == mx என்ற 
விட்டம் இரு சம கூறாக்கும் . 

இம் மாதிரியான சோடி விட்டங்களை துணை விட்டங்கள் 
( conjugate oliameters ) என்று கூறுவர் . 
893.9 . 

CP , CD என்பவை துணை அரை விட்டங்கள் ( Conjugate 
semi diameters ) என்றால் , P , ஆகிய புள்ளிகளின் மைய 
வகற்சிக் கோணங்களின் வித்தியாசம் ஒரு செங்கோணம் 


ஆகும் . 


P , D ஆகியவற்றின் ஆ . தொ . முறையே ( a cos a , b sin a ) , 
(a cos p , b sin p) என்போம் . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


CP- யின் சரிவு 


b sinO 
b cosa 


m . 


CD- யின் சரிவு 


- 
- 


b sin 

P 
a COS 


= m என்போம் . 


CP , CD துணை அரை விட்டங்கள் ஆதலால் 

52 
mm 


- 


- 


b singh sin p 

52 
அதாவது 

ac is H . a comp aa 
அதாவது cosO cosp + sin a sing 


-- 


0 


அதாவது cos ( 9 


P ) 


* 
- 


COS 


உ 


- 


2 


P ( acosG , b sing ) என்றால் 


( a cos (0 + 5 ) . bsin(0 + 2 ) ) அல்லது ( - a sin o. 


b cos 6 ) ஆகும் . 


குறிப்பு : P , D ஆகியவற்றின் ஒத்த புள்ளிகள் ( correspon 

AA 
ding points ) முறையே P , D என்றால் P CD 90 


) D . 


893 : 10 . 


CP2 + ( D = a + b ( மாறிலி ) 
P ( a cos 9 , b sin a ) என்றால் D ( -asin a , b cos C ) ஆகும் . 
CP2 + CD2 ( a cos 0 + b sing 

+ ( a sin " a + b cosa ) 
a + b2 


- 


குறிப்பு : 


துணை விட்டங்களின் நீளங்கள் சமம் என்றால் , 
CP CD 


- 


- 


a cos - 6 + b sin s a sin G + b cos - 9 
( a - b ) ( cos G + Sing) 0 

cos 0 = 0 
பொ.க. 28 


பொறியியற் கணக்கு 


8 


-- 


3T 
அல்லது + 

4 


அதாவது , சமநீள துணை விட்டங்களின் ( equi - conjugate 
diameters ) முனைப்புள்ளிகளின் மையவகற்சி கோணம் 


37 
அல்லது + 

ஆக இருக்கவேண்டும் . 


மேலும் , 9 


- 


H 


என்றால் , 


CP2 


--- 


ue 


( * ) + b•( c 

( 5 ; ) = } ( ¢ + 6 * ) 


1 


CP 


-- 


zvar + 2 


1 


P CP 


u +2 


12 (a2 + b2 ) 


* 


2 


அதாவது சமநீள துணைவிட்டங்களின் நீளம் 


2 ( a + b ) 


- 
- 





- 


CD2 


- 


--- 
- 


93.11 . SP . S P 

SP a [ -e cosa ) ; S P a ( 1 + e cos ) 
SP . S P = a ( 1 - e " cosa ) = are2 cos 9 

( a ) - b ) cos G a sin a + b 2 cos28 
- CD ? 


2 


- 


a 


-- 


HIN 


893.12 . துணை விட்டங்களின் இரு சோடி முனைப் புள்ளிகளில் 

தொடும் தொடுகோடுகள் மாறாத பாப்புடைய ( constant area ) 
ஒரு இணைகரத்தைத் தரும் 


PCP , DCD என்பவை துணைவிட்டங்கள் என்போம் . 


P , P என்ற புள்ளிகள் ஆதி ( -க்கு சமச்சீர் ( symmetry ) 
என்பதால் P , P-களில் தொடும் தொடுகோடுகள் இணையானவை 
( படம் 63 ) . 


இதே காரணத்தால் D , D-களில் தொடும் தொடுகோடுகள் 
இணையானவை . 


- 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


எனவே மேற்கண்ட முனைப் புள்ளிகள் P , D , P , D ஆகியவற் 
றில் தொடும் தொடுகோடுகள் ஒரு இணைகரத்தை உண்டாக்கும் . 


E 


( 9 + T ) 


P ( e ) 


- 





H 


DI 


G 


படம் 63 . 


அந்த தொடுகோடுகள் E , F , G , H என்ற புள்ளிகளில் சந்தித் 


தால் 


இணைகரம் EFGH 


- 


4 x இணைகரம் CPED 


4 x PEX CU ( CU - PE ) 


1 


4.CD . 


cos20 


Sin2 


9 


NM 


+ 


b2 


ab 
4. CD 

Va sin 0 + bcos " 0 

ab 
4 CD 

CD . 
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மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி குவியமாகவும் , 2x - 3y + 6 = 0 
என்ற கோடு அதற்கேற்ற இயக்குவரையாகவும் , மையவகற்சி 
ஆகவும் உள்ள நீள் வட்டம் யாது ? 


குவியம் S ( 1 , 2 ) , 


e = 


. 


நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு டள்ளி P ( x ) , J 1 
லிருந்து இயக்கு வரைக்கு - ஆக PM வரைக . 


PM 


2x / 

3y + 6 
/ 22 + 32 


2x | - 3y + 6 

V 13 


நீள் வட்டத்தின் வரைவிலக்கணப்படி 

SP2 = e . PM 2 


அதாவது ( x - 1 ) + ( y - 2 ) 2 


- 


4 ( 2x1- 3y1 + 6 ) 
9 

13 


எனவே நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு ( கீழ்க்குறி 1 - ஐ நீக்கிய 
பின்பு ) 117 [ ( x - 1 ) + ( y - 2 ) ] = 4 ( 2x- 3y + 6 ) 


அதாவது 


101x2 + 81y : + 8x + 36y + 4 = 0 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

2x2 + 3 ) 2 8x + 6y +7 = 0 என்ற நீள் வட்டத்தின் 
மையம் , நெட்டச்சு , குற்றச்சு , செவ்வகலம் , மையவகற்சி . குவியம் 
ஆகியவற்றைக் காண்க . 

( B. E. 59 ) 


கொடுத்த சமன்பாட்டைப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 

2 ( x2-4x ) + 3 [ y + 2y ) 
அதாவது 2 ( x - 2 ) 2 + 3 ( y + 1 ) 2 = - 7 + 8 + 3 = 4 

( x- 22 ( y + 1 ) 
அதாவது 

+ 
( V 2 ) ( 2 /V3 ) 

( 1 ) 


1 


என் 


இட்போது ஆதியை ( 2 , -1 ) என்ற புள்ளிக்கு மாற்றி ( X. Y ) 
பதை நடப்பு ஆ . தொலைகளாகக் கொண்டால் 
x = 2 + x , y = - 1 + Y 

( 2 ) . 


- 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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எனவே சமன்பாடு ( 1 ) பின் வருமாறு வடிவம் பெறும் 
x2 

Y2 
+ 

1 
(V2 ) ( 2/03 ) 


X2 


அதாவது 


+ 


Y2 
be 


- 


1 


( 3 ) 


a2 


2 , 


இங்கே a = b 2/03 

நீள் வட்டம் ( 3 ) -ன் மையம் X = 0 , Y = 0 


நீள் வட்டம் ( 1 ) -ன் மையம் x = 2 , y = - 1 
நெட்டச்சு 2a = 212 
குற்றச்சு = 25 = 4 / V 3 


252 


8 


செவ்வகலம் 


- 


- 


a 


3-2 


3/12 

V2 


ſa² 


4 
3 


b2 


- 


மையவகற்சி e 


1 
43 


2 


நீள்வட்டம் ( 3 ) -ன் குவியம் X = ae , Y = 0 


-- 


1 


நீள்வட்டம் ( 1 )-ன் குவியம் x = 2 + 

3 


எனவே கொடுத்த நீள் வட்டத்தின் 


மையம் (2, 1 ) , குவியம் ( 2 + 2 , 0 ) 


நெட்டச்சு 


- 


24 2 ; குற்றச்சு = 4/03 


8 


செவ்வலகம் 


; 


1 
மையவகற்சி = 

13 


3V2 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 

ஒரு குகைவழி அரை நீள்வட்ட வடிவத்தில் ( in the form of a 
semi - ellipse ) அமைந்துள்ளது . அதன் நெட்டச்சு 34 அடி அகல 
சாலை யுடன் பொருந்தியுள்ளது . 6 அடி உயரமுள்ள ஒரு மனிதன் 
சாலையின் ஒரு பக்கத்திலிருந்து 2 அடி தூரத்தில் நின்றால் அவ 
னுடைய தலை சரியாக குகையைத் தொடுகிறது . அந்தக் குகை 
வழியின் மிகப் பெரிய உயரம் எது 
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பொறியியற் கணக்கு 


AA 


- 


சாலையின் அகலம் 


நெட்டச்சு 


= 2a = 


2a = 34 அடி 


17 அடி 


வேண்டிய உயரம் CB = b = அரை குற்றச்சு 


N 


6 


A 


C 


M 


17 அடி 


படம் 64 . 


எனவே 


* + = 1 


: 


MA = 

2 அடி ( எடுகோள் ) 


CM = 17 - 2 = 15 , MN = 


. 


N- ன் ஆ . தொ . ( 15 , 6 ) 


இதை ( 1 ) -ல் பிரதியிட்டால் 


152 
172 


+ 


1 


b2 


51 


b 


- 


எனவே குகை வழியின் மிகப் பெரிய உயரம் = 

124 அடி 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 


x2 


22 


1 


+ 

z2 ) 


என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள P 


என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு , நெட்டச்சின் முனைப் 
புள்ளிகள் A.A ஆகியவற்றில் தொடும் தொடுகோடுகளை L , M 
களில் வெட்டுகிறது . AL . A M = b2 என்று நிறுவுக . 
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P (a cos 9 , b sin 9 ) என்றால் , தொடுகோடு LPM- ன் சமன் 


பாடு 


cos G + 

+ 


sing 


--- 


1 


b 


( 1 ) 


A- யில் தொடும் தொடுகோடு 


- 


( 
2 
) 


A - ல் தொடும் தொடுகோடு 


- 


a . 


(3 ) 


( 1 ) , ( 2 ) ஆகியவற்றின் தீர்வு காணில் , 


cos C + 


sino 


1 


b 


அதாவது 


b ( 1 - cos 9 ) 

sing 


- 


- 


AL 


( 1 ) , ( 3 ) ஆகியவற்றின் தீர்வு காணில் 


கம் 


b ( 1-+ cos 9 ) 

= AM . 
sing 


AL . A M 


- 


b2 ( 1 - cos20 ) 

sin - a 


- 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 5 


12 


என்ற 


2 


1 
d 

நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள 
P என்ற புள்ளியில் வரைச் 

செங்கோடு நெட்டச்சை G- யில் 
வெட்டுகிறது . PG- யின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை 

4x2 
+ 

1 
22 ( 1 + e ) 

என்று நிறுவுக . 


2 


b2 


P ( a cos a , b sin ( ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


ax 
cos9 


by 
sino 


நப 


a2 


h ? 


- 


( 1 ) 


இதை நெட்டச்சு y = 0 - வுடன் தீர்வு காணில் 

b2 
cos O 


- 


- 


ae2 cosG 


G ( ae " cos G , 0 ) ஆகும் . 
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பொறியியற் கணக்கு 


M (x ) , y1 ) என்பது PG- யின் நடுப்புள்ளி என்றால் 


1 


X1 


[ a cosa + ae cose ) 


அதாவது X1 = 

2 

a cos a ( 1 + e ) 


1 


- 


y 


b sing 


2x ) 


23 


2y1 


cos 9 = 

sin a 
a ( 1 + 2 ) 

b 
வர்க்கம் எடுத்து கூட்டினால் 9 விலகிவிடும் . 


2 


4x , 2 


4y1 


- 


+ 


1 

a ( 1 + e ) be 
அதாவது M (xy , y1 ) - ன் நியமப்பாதை 

4x2 
a (1+ ) b2 


+ 


மாதிரிக் கணக்கு 6 . 

x ? 

b2 
என்ற நீள்வட்டத்தின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் வரைச் செங் 
கோட்டு நாணின் ( normal chord ) நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை 


x2 


( 


+ 


* ) ( * + ; ) - 

* ) = ( a * - b * ) " 


Q2 


என நிறுவுக . 


செங்கோட்டு நாண் , 


P ( a cos 9. bsina ) , PQ வரைச் 
M ( x 1 y1 ) அதன் நடுப்புள்ளி என்போம் . 


PQ- வை P- யில் வரைச் செங்கோடு என்ற முறையில் அதன் 
சமன்பாடு 


ax 
CUS 


by 
sinal 


- 


an 


b2 


- 


( 1 ) 


டைய 


நாண் 


என்ற முறையில் 


M- ஐ நடுப்புள்ளியாக 
PQ - 191607 FLD 50 LT S = Su 


- 
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-அதாவது 


+ 


( 2 ) 


ae 


-- ** + 2: " 

** 


2 


a -- be 


C , 


+ 


- 


k என்போம் . 


q2 


p / b2 


C 


- ( 1 ) -ம் ( 2 )-ம் ஒரே நேர்கோட்டைக் குறிப்பதால் 

) 
x /a 

k 
a / cos a - b / sing 
kas 

-kbs 
cos 

, 

sino 
ck , 

( ya 
- வை விலக்க , வர்க்கமெடுத்துக் கூட்டுக . 


-- 


9 


k 


as 


be 


1 


( 


+ 


2 


2 


2 


y 


( a - b ) 


அதாவது , 


( ** + *") [++ * ) 


- 


+ 


எனவே 


M ( xy , y1 ) - ன் நியமப்பாதை 


( * + ) (* + * ) = (a - 6 " ) " 


மாதிரிக் கணக்கு 7 


* 2 


y 


+ 


--- 


1 


என்ற 


நீள் வட்டத்தின்மேல் P என்ற 


புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு குற்றச்சை ( minor axis ) Q என்ற 
புள்ளியில் வெட்டுகிறது . S , S குவியங்கள் என்றால் , 

PQ - SQ = SP . S P 
என நிறுவுக . ( CD என்பது CP- யின் துணை அரைவிட்டம் ) 


CD2 


P ( a cos G. sin a ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 
ax by 

a2 
cos 0 Sin 9 

( 1 ) 


-நர் 


- 


இதை x = 0 - வுடன் ( குற்றச்சு ) தீர்வு காணில் , 

( a - b ) 

sin 9 
b 
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u 


b2 


அதாவது Q 


sing 


bh 


ஆகும் . 


( 0, ] 
* PO * = ( a cos 0 - 0 ) * + ( bsino + - *" sin o ) 

- s " ca " s [tting +( - *)sis 


2 


- 


a cos - 0 + 


sin s 


2 


q2 


= ( a sin 9 + b cosa) 


12 


அதாவது Pq2 


- 


CD2 


( . 

D- யின் ஆ . தொ . ( -a sin a , b cos 9 ) ] 


மேலும் 


SQ ? = ( ae - 0 ) 2 + 


("* . *") ஸ் 


sing 


2 


2 


h2 ) 


11 


(a ) 


- b2 ) + 

Sine 

52 
12 

( b2 + ( a ? - b- ) sing] 


aa 


2 


he 
52 


[ asin G + bcos o ] 


a2 - 12 

2 


CD 


* PO * - SQ = ( * --- ""). ce 


CD2 


= Cp2 


ஆனால் SP . SP = CD ? 


(393.11 ) 


PQ2 – Sg ? 


SP . SP CDe 


மாதிரிக் கணக்கு 8 . 
ஒரு வட்டம் ஒரு நீள் வட்டத்தைப் 

ஒரு நீள் வட்டத்தைப் பொதுவாக நான்கு புள்ளி 
களில் வெட்டும் . 

அந்த நான்கு புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் 
கோணங்களின் கூட்டுப் பலன் 2 என்று நிறுவுக . 

( n ஏதேனும் ஒரு முழு எண் ) 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


x + y + 2gx + 2f ) + c 


( 1 ) 


என்னும் வட்டம் ,, 


+ 


( 2 ) 


- 


என்ற நீள்வட்டத்தை வெட்டும் ஒரு புள்ளி Pra cosa , b sin a ) 
என்போம் . இதனால் P- யின் ஆ . தொ . ( 1 ) -ஐச் 

தொ . ( 1 ) -ஐச் சமனடையச் 
செய்யவேண்டும் . 


.. acos G + b sin G + 2ga cos8 + 2fb sing + c = 0 


- 


20 


1 


t2 


இதில் 1 = tan 


- * site 


* 


cos 


1 + 12 " 


எனப் பிரதியிட்டால் 


2 


2 


* 


2 


1 
1 + 


+ - 


1 + 12 


( + - ) + 2ga (1+ ) 

( 14 ) 


+ 


20 ( 1 


- 


C 


- 


அதாவது 14 ( 4 

2ga + c ) + 4bf1 " 
+ 2 ( c + 2b - a ) t " + 4bf -+ ( a + 2ug + c ) = 0 


( 3 ) 


இது நான்கு படிச் சமன்பாடு ஆகையால் இதற்குப் பொதுவாக 
நான்கு மூலங்கள் t ) , 12 , tg , t4 உண்டு . 1 ன் ஒவ்வொரு மதிப் 
புக்கும் தகுந்தபடி., வட்டத்திற்கும் நீள் வட்டத்திற்கும் ஒரு பொதுப் 
புள்ளி அமையும் . எனவே , வட்டம் ( 1 ) , நீள் வட்டம் ( 2 ) -ஐப் 
பொதுவாக 4 புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


இங்கே 1 , = tan 


( 2 ) 


t 


tan 


2 


( 2 ) முதலியன . 
9 + 3 ) 


6 , 


இப்போது tan 


+ 


( 4 ) 


.. 


1111213 

1 - z tity : + tits 1st , 
ஆனால் சமன்பாட்டுக் கொள்கைப்படி 

- 4bf 
st] = > t tats = 

ai 2ga + C 
( 4 )-ன் வலப்பக்கத்துத் தொகுதி 


- 


ஆனால் பகுதி + 0 . 
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பொறியியற் கணக்கு 


tan 


( 91 + 9 + 9 + 04 ) 


0 = 


0 = tan ( nm ) 


81 +8 , +93 + GA 

= fm 
2 


அதாவது 81 +8 , + 9 : + 04 


2nr 


மையவகற்சிக் 


அதாவது நான்கு வெட்டும் புள்ளிகளின் 
- கோணங்களின் கூட்டல் பலன் 2ns ஆகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 9 . 


x2 


13 


- 


CP , CD என்பதை 

+ 

1 என்ற நீள் வட்டத் 

a2 
தின் துணை அரை விட்டங்கள் என்றால் பின் 

என்றால் பின் வருவனவற்றை 
நிறுவுக . 


2 


* 2 
( 2 ) 


y ) 
b2 


LD 


1 
( i ) PD எப்போதும் 

+ 

என்ற நீள் வட்டத் 
தைத் தொடும் . 

( ii ) PD- யின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதையும் மேற்படி நீள் 
வட்டம்தான் . 


P , D ஆகியவற்றின் மையவகற்சிக் கோணங்கள் 9 , 0 + 


2 


- என்போம் . 


PD- யின் சமன்பாடு 


+ 


* cos (e + e+ +le ) + : sin ( 9 + 9+ x2) 

(9-9 = T /P) 
* cos (0 + 4 ) + sin (a + 4 ) - + = 0 


= cos 


அதாவது 


+ 


அல்லது 


lx + my + n = 0 


( 
1 
) 


இங்கே - 


I cos ( 0 + 4 ) 

sin ((a + 7 ) . 


1 


1 


m - 


1 
b 


2 


- 
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பின்பு 


12 


ya 


பு 


1 . 

b2 
என்ற நீள்வட்டத்தைப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 

y 
+ 

1 
B2 


-- 


.. 


( 2 ) 


5 


இங்கே 


A 


a 
V2 


B 


-யை 


( 1 ) -ஐக் குறிக்கும் கோடு ( 2 ) - ஐக் குறிக்கும் நீள் வட்டத்தைத் 
தொடுவதற்கான நிபந்தனை , 

A212 + Bam ? 


-- 


12 


Q2 


1 


அதாவது 


- 


cos2 


2 


* 


a 
b2 
2 


( 0 + 4 ) 
- sin " ( 0 + 1 ) - 1 


+ 


இது சமனடைகிறது . 


ஆக இந்த நிபந்தனை நிறைவேறுவதால் PD என்ற நாண் 
நீள்வட்டம் ( 2 - ஐத் தொடுகிறது . 


( ii ) P ( a cosa , b sing ) என்றால் D- யின் ஆ . தொ . 


(ran (0 + 5 ) . & sis (0 + 5 ) ] 


M (31 , y ) என்பது PD-யின் நடுப்புள்ளி என்றால் 


COS 


. 


COS 


அதாவது x ] = 


--- 1 ( 11 ( 8+ = ) + 849 ) 

( 0 + + ) 4 
** cos (a + + ) 
( 0 + 

3) 
- ( 0 + 4 ) . cos 1 


b 


மேலும் 


sin 


2 


+ sina 


== b , sin 


-- 


படமாக 


பொறியியற் கணக்கு 


அதாவது ! 


* sin ( a + + ) 
$( 0 + = ) - 2 ; 5in (a + 5 ) = 13 " 


* 


COS 


வர்க்கமெடுத்து கூட்டினால் 9 விலகும் . 


2 


1 


u 
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M (xy ) -ன் நியமப்பாதை 


2 


2 


y2 


1 


+ 


12 


குறிப்பு : 


( i) , ( ii ) இவைகளிலிருந்து PD என்ற நாண் 


+ 


1 
2 


. 


என்ற நீள்வட்டத்தைத் தொடும்புள்ளி PD-யின் நடுப்புள்ளி என்று 
தெளிவாகிறது . 


11 


மாதிரிக் கணக்கு 10 . 


2 


CP, CD என்பவை 


= 1 என்ற நீள்வட்டத்தின் 


42 


துணை அரை விட்டங்கள் என்றால் P , D- களில் வரைச் செங்கோடு 
கள் வெட்டும் புள்ளியின் நியமப்பாதை 


2 (ax2 + bey ) 3 = ( a * 
என்று நிறுவுக . 


- b ) " ( a x - bey ) 2 


P- யின் மையவகற்சிக் கோணம் என்றால் D- யின் மைய 


வகற்சிக்கோணம் + 


ஆகும் . 


by, 
sin 


ந 


( என்போம் 


cos 


( 
1 
) 


மயில் வரைச் செங்கோடு 

by 
cos ( G + m / 2 ) Sin ( 0 + 1/2 ) 


ux 
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LX 


அதாவது 


by 
COS 


+ 


sin 0 


( 1 ) -ம் ( 2 )-ம் வெட்டும் புள்ளியின் நியமப் பாதையைப் பெற 
வேண்டுமானால் இவைகளில் இருந்து ) -வை விலக்கவேண்டும் . 


( 1 ) -ஐ ax - ஆல் பெருக்கி , ( 2 ) -ஐ by -ஆல் பெருக்கி பின்பு 
கூட்டுக . 


a2x2 + -2 

cos 


== c { ax 


by )) 


cos 


--- 


a2 + by 
C ( ux 

by )) 


( 3 ) 


( 1 ) -ஐ by- ஆல் பெருக்கி , ( 2 ) -ஐ ax- ஆல் பெருக்கி பின்பு 
கழிக்கவும் . 


ax2 + by 

sino 


== c ( ax + by ) 


sing 


( ax + y ) 
c ( ax to by ) 


.. 


( 4 ) 


இப்போது - வை விலக்க ( 3 ) , ( 4 ) ஆகியவற்றின் வர்க்கம் 
எடுத்துக் கூட்டுக . 


(ax2 + bey " ) 2 


ப 


by ) 


1 


- 


[ * * 


( ax + by ) + ax 
( ax2 

bey ) 


c 


அதாவது c ( a x - by ) " 

(ax2 + bey ) * ( 20x2 + 2b2y ) 
எனவே , நாம் விரும்பிய நியமப் பாதை 

2 (ax + by2 / 8 = ( a - be ) * {ax - bey " ) 2 


பயிற்சி 7 . 


1. கீழே கொடுத்துள்ளவைகளைப் பயன்படுத்தி நீள் வட்டத் 
தின் சமன்பாடு காண்க . 

5 
( a ) குவியம் ( 0 , 0 ) , மையவகற்சி இயக்குவரை 

3x + 4y = 1 


5 


01.18 


- 


y + 3 


- 


- 


++ 


யின் நிமயப்பான் காரத்தில் 
448 

பொறியியற் கணக்கு 
( b ) குவியம் ( 2,5 ) , மையவகற்சி இயக்குவரை 

x + y = 1 
( c ) குவியம் ( 1 , 2 ) , மையவகற்சி இயக்குவரை 
3x + y - 3 = 0 

1 
(d ) குவியம் ( - 1 , + 1 ) , மையவகற்சி இயக்கு . 

2 
வரை 1 O 

1 
( e ) குவியங்கள் ( 4 , 0 ) ( -4 , 0 ) , மையவகற்சி 

3 
( f ) செவ்வகலம் 5 , மைய வகற்சி 3 

2 
2. கீழ் வரும் நீள் வட்டங்களின் மையம் , மையவகற்சி , 
குவியங்கள் , செவ்வகலம் காண்க . 
( a ) 9x2 + 16y 144 

( B. E. 65 ) 
( b ) 4 ( x - 1 j + 32 4 
( c ) 3x : + 4y : + 6x -- 8y - 5 = 0 

( d ) 4x : + 9y 48x + 72y + 144 
3 . ஒரு குகைவழி அரை நீள் வட்டவடிவில் அமைந்துள்ளது . 
அதன் நெட்டச்சு 

அகல முடைய 

சா ையின் மேல் 
பொருந்தியுள்ளது அதன் மிகப் பெரி உயரம் 30 அடி என்றால் 
சாவியின் ஒரு பக்கத்திலிருந்து 15 அடி தூரத்தில் குகையின் 
உயரம் என்ன ? 
4 . 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் நாண் PQ ; 

b2 
மையத்திலிருந்து c 

உள்ளது . PQ- வின் இசைப் புள்ளி 
+ 

என நிறுவுக . 


- 


-- 
-- 


80 அடி 


x2 
a . 


* 


x2 


64 


5. P ( xy , y ) என்ற புள்ளியின் 


( 


+ 


1 என்ற 


b 


நீள் வட்டத்தைக் குறித்து ) தெ 


தொடுநாண் மையத்தில் ஒரு செங் 


449 


ஆயத்தொலை வடிவ் கணிதம் 


கோணத்தில் எதிர் கொள்கிறது . .P- யின் நியமப்பாதை ஒரு நீள் 
வட்டம் என்றும் அதன் நெட்டச்சு , குற்றச்சு முறையே 


V 


( u + b ) , 


2 


( a2 + b ) 


என்று நிறுவுக . 


( B. Tech : " 72 , B. E. 51 ) 


6 . ஒரு வட்டத்தின் குவியங்கள் S , S ; நெட்ட ச்சின் முனைப் 
புள்ளிகள் 

A , A ; மையம் ( . நீள் வட்டத்தின் ஏதேனு மாரு 
தொடுகோட்டிற்கு S , S . A. A , C ஆகிய புள்ளிகளிலிருந்து 
வரையப்பட்ட செங்குத்துத் தூரங்கள் முறையே 

தூரங்கள் முறையே s . s , a . i , c 
ஆகும் . SS - c 2 = e " ( uu - c " ) என்று நிறுவுக . ( e மையவகற்சி ) 


+ 


- 
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7 . 

என்ற நீள் வட்டத்தைக் குறித்து 
P ( x | - ) | ) என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு 

புள்ளியின் இசைக்கோடு துணைவட்டத்தைத் 
( auxiliary cricle ) தொடுகிறது என்றால் P- யின் நியமப்பாதை 
யாது ? 


8 . 


12 


+ 


- 


a2 


1 
52 

என்ற நீள் வட்டத்தைக் குறித்து 
P ( x 2 ) என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு குத்துத் தொடுகோட்டு 
வட்டத்தைத் ( directer circle ) தாடுகிறது என்றால் -யின் நியமப் 
டாதை யாது ? 


2 


a2 


1 என்ற நீள் வட்டத்தைக் குறித்து 
( x - h 2 + ( y - kj2 

+ ( y - kj = r2 என்ற வட்டத்தின் தொடு கோடுகளின் 
இசைப் புள்ளிகளின் நியமப் பாதை , 


r * { * + } = ( hs + ? - 1) 


+ 


என நிறுவுக , 


* 2 


10 . 


* 2 


1 


என்ற நீள் வட்டத்தின் நாண்கள் 
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* 2 


* 2 


1 என்ற மற்றொரு நீள் வட்டத்தைத் 
B2 

தொடு 
கின்றன . அந்த நாண்களின் இசைப் புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
யாது ? 

பொ . க . - 29 


- 


- 
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= பொறியியற் கணக்கு 


2 


- 


42 


T 


- 


- 


b 


y 
11 . 

+ 1 என்ற நீள்வட்டத்தின் தொடுகோடு 

b2 

= ( a + b ) என்ற நீள்வட்டத்தை P , Q- களில் வெட்டு 
கிறது . PQ- வின் இசைப் புள்ளியின் நியமப்பாதை x + y : 
( a + b ) " என்று காண்பிக்கவும் . மேலும் P , Q என்ற புள்ளிகளில் 
தொடும் தொடுகோடுகள் செங்குத்தாக உள்ளன என்றும் 
காண்பிக்கவும் . 

( B. E. 62) 


12 . P1 , P. என்பவை ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியநாணின் 
முனைப் புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங்கள் என்றால் 


-- 


P2 


COS 


: ) 


e cos 


-ான் 


( 


2 


2 


என்று நிறுவுக . 


y 
b2 


x2 
13 . 

+ 

a2 
புள்ளிகளிலிருந்து x + y = c " என்ற வட்டத்திற்கு வரையப் 
பட்ட தொடுநாண்கள் ax2 + b ye = c * என்ற நீள்வட்டத்தைத் 
தொடும் என்று காண்பிக்கவும் . 


x2 


+ 


- = 1 என்ற நீள்வட்டத்தின் வரைச் செங் 


b2 


கோட்டு நாண்களின் இசைப் புள்ளிகளின் நியமப்பாதை யாது ? 

( B. Tech . 65 , B. E. 60 63 ) 


* 2 


+ 


- 


q2 
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y : 
15 . 

= 1 என்ற நீள்வட்டத்தின் நாண்கள் மையத் 
தில் செங்கோணத்தில் எதிர்கொள்கின்றன . அந்த நாண்களின் 
நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை யாது ? 


+ 


16. x + y = a என்ற வட்டத்தின் மேல் உள்ள புள்ளி 

y 
களிலிருந்து 

என்ற நீள்வட்டத்திற்கு வரையப் 

b2 
பட்ட தொடுநாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 

x2 + y 
+ 

என்று நிறுவுக . 


Q2 


2 


2 


ye 


Q2 


Q2 


+ 


pe 


= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் குத்துத் தொடு 


b2. 


கோட்டு வட்டத்தின் ( director circle) மேல் உள்ள புள்ளிகளி 


-- 
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லிருந்து மேற்படி நீள்வட்டத்திற்கு வரையப்பட்ட தொடுநாண் 
களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 


Da 


+ y = ( a + b ) 


( 


-) 


என நிறுவுக . 


6 


18. கொடுத்துள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு 
வரையப்பட்ட வரைச் செங்கோடுகளின் அடிகள் ( feet of the 
normals) ஒரு கூம்பு வளைவின் மேல் அமையும் என்றும் , அந்த 
கூம்பு வளைவு , கொடுத்துள்ள புள்ளி வழியாகவும் நீள் வட்டத்தின் 
மையம் வழியாகவும் செல்லுகிறது என்றும் காண்பிக்கவும் . 


க 


19. PQ என்பது 

+ 

1 என்ற நீள் வட்டத்தின் 
a 

b 
வரைச் செங்கோட்டு நாண் என்போம் . x + y 

aa 

be 
என்ற வட்டத்தைக் குறித்து PO - வின் இசைப் புள்ளியின் நியமப் 

2 
பாதை + 

1 என நிறுவுக . 


a2 


- 


2 


x2 


2 


20 . 


+ 


= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள 
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P என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு நெட்டச்சு , குற்றச்சுகளை 
G. g என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு கிறது . Gy- யின் நடுப்புள்ளி பின் 
நியமப்பாதை a x + bey = 4 ( a " - b ) என்ற மற்றொரு நீள் 
வட்டமாகும் என்று காண்பிக்கவும் . 


21. ஒரு நீள் வட்டத்தின்மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 
தொடும் தொடுகோடும் வரைச் செங்கோடும் குற்றச்சை T , G 
என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . - S , S என்பவை குவியங்கள் 

A A 
என்றால் TSG = TS G 90 என நிறுவுக . 

( B. E : 66 ) 


- - 


22. ஒரு நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 
வரைச் செங்கோடு குற்றச்சை G என்ற புள்ளியில் வெட்டுகிறது . 
C என்பது மையம் , PN என்பது குற்றச்சுக்குச் செங்குத்து என்றால் 

e2 
CG | - 2 - CN என்று நிறுவுக . ( e = மையவகற்சி ) 


-- 


+ 


12 


- 


23 .. 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள 

b2 
P என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு நெட்டச்சை G- யில் வெட்டு 
கிறது . S. S குவியங்கள் என்றால் PG = = ( 1 - e " ) SP . Sr 
என்று நிறுவுக . ( e = மையவகற்சி ) 

( B. Tech . 72 ) 


பொறியியற் கணக்கு 
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24. ஒரு நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 
வரைச் செங்கோடு நெட்டச்சை -யில் வெட்டுகிறது ( F என்பது 
மையம் - யிலிருந்து மேற்படி வரைச் செங்கோட்டுக்கு - தூரம் . 
PF . IG = b ” என்று காண்பிக்கவும் . 


12 
25 . 

+ 52 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் நாண் AB , 
x- அச்சை P யிலும் y- அச்சை Q- விலும் வெட்டுகிறது . 0 என்பது 

a2 b2 
ஆதி , 

k ( மாறிலி ) என்றால் AB- யின் நடுப்புள்ளி 
OP 00 
யின் நியமப்பாதை யாது ? 

( B. Tech . 70 ) 


+ 


-- 
- 


26 . P என்ற நிலையான புள்ளி ( fixed point ) வழியாகச் 
செல்லுமாறு ஒரு நீள் வட்டத்தின் நாண்கள் வரையப்படுகின்றன . 
இந்த நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை மற்றொரு நீள் 
வட்டமாகும் என்று காண்பிக்கவும் மேலும் இந்த நீள் வட்டத்தின் 
ைமப மானது கொடுத்த நீள்வட்டத்தின் மையத்தையும் P- யையும் 
இணைக்கும் நேர்கோட்டை இரு சம கூறாக்கும் என்று நிறுவுக . 

27 . ஒரு வட்டம் ஒரு நீள் வட்டத்தை நான்கு புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது . சோடியாக எடுக்சப்பட்ட பொது நாண்கள் நீள் 
வட்டத்தின் அச்சுகளுக்கு சமகோணத்தில் உள்ளன 
காண்பிக்கவும் . 


என்று 


28. கொடுத்துள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு நீள் வட்டத் 
திர்கு வரையப்பட்ட செங்கோடுகளின் அடிகள் ( feet of the 
normals ) P , Q R. S என்ற புள்ளிகள் என்பன . P , Q. R என்ற 
மூன்று புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் வட்டம் நீள் வட்டத்தை 
மீண்டும் S என்ற புள்ளியில் 

வெட்டு கிரது . 

ம் . S - ம் நீள் 
வட்டத்தின் விட்டத்தின் முனைப் புள்ளிகள் என்று நிறுவுக . 


-2 


12 


+ 


q2 


என 


29 . 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் மேல் உள்ள 

b2 
P என்ற டள்ளியில் வரைச் செங்கோடு நெட்டச்சு . குற்றச்சுகளை 
G , g என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் PG : Pg = b : u " 
நிறுவுக . 

30 . ஒரு நீள் வட்டத்தின் செவ்வகல முனைப் புள்ளிகளில் 
( End of the latiis rectum ) வரைச் செங்கோடுகள் குற்ற சின் 
மு னைப் புள்ளிகள் வழியாகச் சென்றால் அந்த நீள் வட்டத்தின் 
பைய சற்சி € 4 + e = 1 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலமாகும் 
என்று நிறுவக. 


45.3 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


என்ற 


31 . lx + my + n = 0 

+ 

1 

u2 b2 
என்ற நீள் வட்டத்தை P , D என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு கிறது . 
C என்பது மையம் ; CP , CD என்பவை துணை அரை விட்டங்கள் 
என்றால் al2 + b m = 2n " என்று காண்பிக்கவும் . 


12 


12 


- 


+ 


b2 ) 


2 


32 .. CP , .CD என்பவை 

1 என்ற நீள்வட்டத் 
தின் துணை அரை விட்டங்கள் என்றால் P , D என்ற புள்ளிகளில் 

x 
தொடும் தொடுகோடுகள் 2 + 

2 என்ற நீள் வட்டத் 
தின் மேல் வெட்டும் என்று காண்பிக்கவும் . 

( B.E. 53 ) 


q2 


52 


* 2 


33 . CP , CD என்பவை 

1 என்ற நீள் வட்டத் 

- 
தின் துணை அரை விட்டங்களாகும் . CR என்பது PD- க்கு ! 
ஆகும் . R- ன் நியமப்பாதை ax2 + by2 2 ( x2 + y " ) " என 
நிறுவுக . 


- 


- 


a2 


34 . CP , CD என் பவை + 

1 என்ற நீள் வட்டத் 

b2 
தின் 

அரை விட்டங்களாகும் . CP , CD ஆகியவற்றை 
விட்டங்களாக உடைய வட்டங்கள் R- ல் வெட்டு கின்றன . R- ன் 
நியமப்பாதை a x2 + bey2 2 ( x + y ) என நிறுவுக . 


2 


2 


x2 
35 . 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் ஒரு தொடு 

b2 
கோடு குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டத்தை P , Q என்ற புள்ளி 
களில் வெட்டுகிறது . என்றால் CP , CQ என்பவை துணை விட்டங் 
களாகும் என நிறுவுக . 


* 2 


a 


+ 

b2 


36 . CP , CD என்பவை 

1 என்ற நீள் வட்டத் 

A 
தின் துணை அரை விட்டங்களாகும் . கோணம் PCD மிகச் சிறியது 
( minimum ) என்றால் CP = CD என்றும் அந்த மிகச் சிறிய 

2ab 
கோணத்தின் மதிப்பு tan 

என்றும் காண்பிக்கவும் . 


( 


a 


- 


37. CP , CD என்பவை ஒரு நீள் வட்டத்தின் துணை அரை 
விட்டங்கள் என்போம் . P , D என்ற புள்ளிகளில் வரைச் செங் 
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பொறியியற் கணக்கு 


கோடுகள் நெட்டச்சை P , D என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . 
( PP ) + (LD ) = a ( 1 - e ). ( 2 - e ) என்று காண்பிக் 
கவும் . ( e = மையவகற்சி ) 


விடைகள் 


- 


- 


1. ( a ) 27x " + 20y " 24xy + 6x + 8y - 1 = 0 
( b ) 7x " 4xy + 7y " 

32x - 

86y + 259 = 0 
( c ) 79x : 54xy + 151 158x 

- 556y + 719 = 0 
( d ) 7x " + 7y + 2xy : + 10x -- 10y + 7 = 0 
x2 

+ 

12 


y 


(C ) 16 





D ? 


( f ) 


= 


- 


100 + 25 


2. ( a ) (0, 0 ) , {7, ( +4/7, 0 ) , - 

( b ) ( 1, 0 ) , 1 ( 1 , ++ ) 


13 


1 


( c ) ( -1 , 1) 


( 0 , 1 ) , ( - 2 , 1 ) , 3 


(3) (6,-4), , ( 6 = 2 3 -4 ) , 


18 
3 


15 . 


y 


3 . 


5 அடி 


+ 


1 


By * 


+ 


8 . 


10 . 


dax2 

a 


: 


+ 


+ 


படம் 
- 


a + 


as 


6 . 


( a | 


b ) 


15 . 


+ 


--- 


+ 


( * 

" ) 
R =k ( * 


த . 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


துணை அதிகாரம் 8 . 
அதிபரவளைவு 
( Hyperbola ) 


* 94. நியம வடிவத்தில் அதிபரவளைவின் சமன்பாடு ( Standard 

Equation of a Hyperbola ) , 


மையவகற்சி e > 1 உள்ள கூம்பு வளைவிற்கு அதிபரவளைவு 
என்று பெயர் . 


9 


ப 


P ( x ,y ) 


s (- 0.0 ) A 


- 


N 


AA 


s ( an , 0 ) N 


இயக்தவரை 


Li 


படம் 65 . 


குவியம் S , இயக்குவரை 1 என்போம் . இயக்குவரைக்கு 1 
ஆக SZ வரைக . 


SZ- ஐ A. A என்ற புள்ளிகளால் உள்ளிலும் புறத்திலும் e : 1 
என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கவும் . 


SA 
AZ 


SA 
A Z 


எனவே A , A என்ற புள்ளிகள் அதிபரவளைவின் மேல் உள்ளன 
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பொறியியற் கணக்கு 


என்று தெளிவாகிறது . .C என்பது AA - ன் நடுப்புள்ளி என்போம் . 
AA = 2a 676060 CA = C4 = a ஆகும் . 


C- யை ஆதியாகவும் CS- ஐ x- அச்சாகவும் , CS- க்கு 1 ஆக 
Cy- ஐ y- அச்சாகவும் எடுத்துக் கொள்க . 
SA = e . AZ அதாவது , CS - CA = e . 

e . ( CA 

( CA – CZ ; 


மேலும் , 


SAI 


= e • AZ அதாவது , CS + CA = e ( CA + CZ ) 
2 CS 
2 CS = e . 2a அதாவது , 

CS de 


-- 


a 


மேலும் , 


- 


2a = e . 2 CZ அதாவது , 


CZ 


e 


P (x , y ) என்பது அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு 
புள்ளி என்போம் . x- அச்சுக்கு 1 ஆக PN , இயக்குவரைக்கு -1 
ஆக PM வரைக . 


CN = x , 


NP = y , S ( ae , 0 ) 


PM = NZ = CN - 

CN - ( Z 


-- 
- 


- 


e 


அதிபரவளை வின் விரைவிலக்கணப்படி , 

SP2 == e2 . PM2 


- 


( x - ae ) * + ( y – 0 ) * 


** ( x - 5) 


2aex + a 


- 


2aex + are : + y = e x2 


அதாவது x2 


அதாவது x2 ( e " - 1 ) - y = a ( e " - 1 ) 


- 


அலாவது 


= 1 ( e > 1 ) 


a ( e 


1 ) 


e > 1 என் பதால் h * = a ( e - 1 ) என்பது + மதிப்பைப் 
பெறும் . 


b ஒரு மெய்க் கணியம் 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
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அதிபரவளைவின் சமன்பாடு ( நியம வடிவத்தில் ) 

y 

1 
62 


2 


- 


டி 


- 


... 


( 
A 
) 


Q2 


குறிப்பு : ( 1 ) எழுதுவதற்கு எளிதாயிருப்பதற்காக இனி 
அதி பாவளைவு என்பதை அ . வளை 

அ . வளைவு என்று குறிப்பிடுவோம் . 


( 2 ) அ . வளைவின் சமன்பாடு ( A ) - யில் ( x , y ) என்பதற்குப் 
பதிலாக ( x , -y ) அல்லது ( --x . y } அல்லது ( -x , --y ) இட்டா 
லும் அதாவது சமன்பாடு சமனடையும் . எனவே , அ . வளைவு 
x- அச்சு , ) - அச்சு ஆகிய இரு அச்சுகளுக்கும் , ஆதியாகிய 
புள்ளிக்கும் சமச்சீருள்ளவை . 


( 3 ) சமன்பாடு ( A ) - யை y = 0 - வுடன் ( அதாவது - அச் 
சுடன் ) தீர்வு காணி , அதாவது அ . வளைவு A ( a , 0 ) , A ( -a . 0 ) 
என்ற புள்ளிகளில் வெட்டும் என்பதை அறியலாம் . 


- 


-- 


b ? அதாவது 


. 


ஆனால் , 0- வுடன் தீர்வு காணில் y2 
y = = ib . எனவே , அ . வளைவு y- அச்சை B ( 0 , ib ) , B ( 0 , 
-- ib ) என்ற கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 


- 


x + + 0 என்றால் . y + + 0 ஆகும் . எனவே , அ . வளைவு 
ஒரு திறந்த வளை கோடு ( hyperbola is an ooen curve ) . 


மேலும் அ . வளைவுக்கு இரண்டு கிளைகள் ( branches ) உண்டு . 


-- 


( 4 ) AA 
என்பர் ; BB 


2a . 

இதைக் குறுக்கச் * (transvers axis ) 
25 , துணையச்சு ( conjugate axis ) என்பர் , 


-- 


( -யை அதிபரவளைவின் மையம் என்றும் 

என்றும் C வழியாகச் 
செல்லும் நாண்களை விட்டங்கள் என்றும் கூறுவர் . 


( 5 ) குவியம் S ( ae , O ) என்றால் அதற்கேற்ற இயக்குவரை 

ஆகும் . அ . வளைவு சமச்சீருள்ளது என்பதால் அதற்கு 


a 


என் 


S " ( - ae , 0 ) என்ற மற்றொரு குவியமும் அதற்கேற்ற x = - 

ற மற்றொரு இயக்கு வரையும் உண்டு. 

( 6 ) குவியம் 5 அல்லது S வரியாக அ . வளைவுக்கு உள்ள 
நிலைத் தூரம் SL- ஐ அரைச் செவ்வ கலம் ( semi - latus restion ) 
என் பெறயர் பெறும் . 
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* பொறியியற் கணக்கு 


சமன்பாட்டைச் 


L- ன் ஆ . தொ . ( ae , SL ) அ . வளைவின் 
சமனடையச் செய்யும் . 


be 


SL2 
நம் 


SL2 


- 
- 


b ( e 


1 ) 


ஆனால் 2 = a * ( e 


1 ) 


SLS 


9 


4 


b 


அதாவது SL = 


252 


செவ்வகலம் 


-- 


a 


a + 63 
7. மையவகற்சி e = 

a 


e 


- 


8 . 

2 உடைய அ . வளைவுக்கு செவ்வக அதிபரவளைவு 
என்று பெயர் ; மேலும் e = 42 என்றால் a = b ஆகும் . 


8 95. சூறியீடு ( Notation ) - 

முந்தைய துணை அதிகாரங்களில் பயன்படுத்தியது போல் 
இந்தத் துணை அதிகாரத்திலும் பின் வரும் குறியீடுகளைப் பயன் 
படுத்துவோம் . 


S 


1 


= 0 என்றால் 


aQ 


be 


S ; = 3- ” 





yy | 


1 


நம் 


S 


x1 , 


Y1 / 2 


- 


ae 


நம் 


y 


2 


sy = * 

등 


-- 


பா - 


y 
06 . 

1 என்ற அதிபரவளைவைக் 
6 " 

குறித்து 
P ( xy , yz ) என்ற புள்ளி அமையும் நிலை 

P ( x ) . y )-லிருந்து x- அச்சுக்கு - ஆக PN வரைக .. PN 
என்பது அ . வளைவை Q ( xx y ) ல் வெட்டட்டும் . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


459 


P ( x , y ) 


( x , y ) 


CC 





படம் 66 . 


2 


Q ( xy , y ) என்பது அ . வளைவின் மேல் உள்ள ஒரு புள்ளி 

( y ) 2 
ஆதலால் , 

b2 


- 


1 


aa 


ஃ ( y ) = be 


) " = b * ( * -1 ) 


... 


( 1 ) 


இப்போது P என்ற புள்ளி அ . வளைவின் வெளியே , மேல் 
அல்லது உள்ளே இருந்தால் , 
முறையே 

PN2 * QN * 
அதாவது y * * ( y ) 


அதாவது 


y12 * : 


( -1) ( சமன்பாடு (1 )] 


2 


1 


y 


அதாவது 


as 


31 


அதாவது 


be 


அதாவது S11 * 1 


- 


- 
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பொறியியற் கணக்கு 


897. முக்கியக் குறிப்பு 


2 


அதிபரவளை வின் 


சமன்பாடு 


x2 
a 


1 


என்பது 


52 


+ 


1 என்ற நீள் வட்டத்தின் சமன்பாட்டிலிருந்து 
b- ஐ b2 என மாற்றி எழுதினால் கிடைக்கும் . 

கிடைக்கும் . எனவே நீள் 
வட்டத்தைச் சேர்ந்த சூத்திரங்களிலும் 62 என்பதற்குப் பதிலாக 
-b2 எனப் பிரதியிட்டால் அதிபரவளை வின் சூத்திரங்கள் கிடைக் 
கும் . ஆகையால் கீழே அதிபரவளைவைச் சேர்ந்த சில முக்கிய 
மான சூத்திரங்கள் நிறுவல்கள் இல்லாமல் தரப்பட்டுள்ளன . நீள் 
வட்டத் அதிகாரத்தில் பயன் படுத்திய 

முறைகளைக் 
கையாண்டு இவைகளையும் நிறுவுவது எளிதாகும் . 


துணை 


x2 


y 


S 


a ) 


b 


என்பது அ . வளைவின் நியம வடிவத்தில் சமன்பாடு 


( i ) ( x , y ) என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 
S. 

yy | 

1 0 


( ii ) ( x , y1 ) என்ற புள்ளியின் இசைக் கோடு , மற்றும் 
தொடு நாண் 


XX1 


V. V 


- 


- 


S = - 

aa 


1 


0 


62 


( iii ) ( x - y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்பட்ட இரு 
தொடு கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு பி . SS11 அதாவது , 


2 


-- 
- 


( ** - , - 1 ) - ( * - * - 1 ) 

- 1 ) 


2 


( iv ) M ( x ), y 1 ) என்பதை நடுப்புள்ளியாக உடைய நாணின் 
சமன்பாடு S ] = 


S. 


அதாவது , 


X X1 


Y ) 


Jy 
b2 


* 1 
a 


Q 


be 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


46.1 


( v ) In + my + n = () என்ற கோடு , S = 

0 என்ற கோடு S = 0 - வுக்குத் தொடு 
கோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை u / 2 b2ma 2 . 


- 


மேலும் y = mx + c என்பது தொடுகோடு ஆனால் 

ca am2 


- 


- 


ஆகவே y = mx == { a / 2 b2 என்பவை இரண்டு கிளை 
களுக்கு வரையப்படும் இரண்டு இணை தொடுகோடுகளாகும் . 


( vi ) ( xy , yi ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


2 


b " ) 


+ 


- 


= a + 62 


11 


X 


y 


என்பவை இரண்டு 


துணை 


( vii ) y = mx , y = m x 
விட்டங்கள் என்றால் m m " 


2 


துணை 


வட்டம் 


(( viii ) அ . வளைவின் 
x 2 + y a ஆகும் . 


( auxiliary cricle ) 


- 


- 


- 


a2 


be 


க 


( ix ) குத்துத் தொடு கோட்டு வட்டம் x + ya 
ஆகும் . 


2 


898. துணையலதக் கூறுகள் ( Parametric co - ordinates ) 
( a sec8 , b tan a ) என்ற புள்ளி எப்போதும் ( அதாவது 

12 
9 - வுக்கு எந்த மதிப்பு ஆனாலும் 

1 என்பதைச் 

ue - 
சமனடையச் செய்யும் . ஆகவே ( a sec ) . b targ) என்பவற்றைத் 
துணையலாக் கூறுகள் என்கிறோர் , இங்கே 9 என்பது துணையலகு . 


கொம் 


X 


- 


a seco , y 

y = b tan 0 
என்பவற்றைத் துணையலகுச் சமன்பாடு என்பர் . 


( a seco . b tan a ) என்பதைச் சுருக்கமாக என்று எழுது 
வது வழக்கம் . 


$ 99 . என்ற புள்ளியில் அமையும் தொடுகோடு 

* sec 0 - " 
tana 


--- 
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- பொறியியற் கணக்கு 


8100. 10 என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


-- by __ a2 + b * 


sece 


tana 


$ 101. தொலைத் தொடுகோடுகள் ( Asymptotes ) 

ஒரு தொடுகோட்டின் தொடுபுள்ளி முடிவிலிப் புள்ளியாக 
( point at infinity ) இருந்தால் அந்தத் தொடுகோட்டிற்குத் 
தொலைத் தொடுகோடு ( asymptote ) என்று பெயர் . 


101 1 . அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 


x 


2 


S = 


1 


* 


( 
1 
) 


2 


52 


என்ற அ . வளைவின் ஒரு தொடுகோடு 


1 


க 


mx + c 


( 2 ) 


... 


என்போம் . 


( 1 ) , ( 2 ) இவைகளின் தீர்வு காணில். 
2 ( mx + c ) 

1 


(max + 


- 


Q2 


அதாவது , 


2 


1 


m m 


2mc 


mex - ( - 1) 


0 . 


( 3 ) 


52 


be 


( 3 ) -ன் மூலங்கள் , அ . வளைவு ( 1 ) -ஐ , கோடு ( 2 ) வெட்டும் 
புள்ளிகளின் x- ஆ . தொ . ஆகும் . 


ஆனால் y = mx + c என்பது ( 1 )-ன் தொலைத் தொடு 
கோடு என்றால் , அந்த வெட்டும் புள்ளிகளின் x- ஆ . தொ . 
சமமாகி அவைகள் முடிவிலிகளாக 

வேண்டும் . இதற்கான 
நிபந்தனை 2 

ஆகியவற்றின் குணகங்கள் தனித்தனியே 
பூச்சியமாக வேண்டும் . 


X. 


- 


1 
a 


름 


m2 
b2 


( 
4 
) 


2mc 


IN 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


{ 5 ) -லிருந்து m = 0 அல்லது c = 0 ஆனால் m = 0 என்றால் 

1 
( 4 )-லிருந்து 

இவ்வாறு இருக்கமுடியாது . 


= 0 . 


a 


எனவே , m = 0 . 


b 


மேலும் , m = = 


d 


எனவே அ . வளை விற்கு இரண்டு தொலைத் தொடுகோடுகள் உண் 
டென்று புலனாகிறது . 


அவைகளின் சமன்பாடுகள் 


b 
y == x மற்றும் 

d 


--- 


அல்லது 


y 
b 


믐 


* + = 0 


al 


இவைகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


12 


0 


a2 


b2 


[ படம் 65 - ஐப் பார்க்கவும் ) 


குறிப் : ( 1 ) தொலைத் தொடுகோடுகள் ஆதிவழியாகச் 
செல்கின்றன . 

எனவே அதிபரவளைவின் மையத்திலிருந்து அந்த 
அ . வளைவக்கு வரையப்படும் இரு தொடுகோடுகள் தொலைத் 
தொடுகோடுகள் ஆகும் . இதையே தொலைத் தொடுகோட்டின் 
வரைவிலக்கணமாகவும் கொள்ளலாம் . 


ண்மையான தொலைத் தொடு 


( 2 ) நீள் வட்டத்திற்கு 
கோடுகள் கிடையாது . 


( 3 ) பரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் ஒன்றோடு 
ஒன்று பொருந்தி அதுவும் முடி விலி தளத்தில் உள்ளது ( plane at 
infinity ) . 

) . 


( 4 ) அ . வளைவின் தொலைத் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 
களிலிருந்து . x , y அச்சுகள் தொலைத் தொடு கோடுகள் அடங்கிய 
கோணத்தை இரு சம கூ றாக்குகின்றன என்று அறிகிறோம் . 


B 


உண்டு 
ணையச்சு x- அச்சுடனும் பொம் 

பொறியியற் கணக்கு 
1 ( 5 ) x - } = a என்ற செவ்வக அதிபரவளைவின் தொலைத் 
தொடு கோடுகள் y = + x அல்லது x -- y : = 0 ஆகும் . 

( 6 ) அ . வளைவின் சமன்பாட்டுக்கும் அதன் தொலைத் தொடு 
கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாட்டுக்கும் உள்ள வித்தியாசம் மாறிலி 
என்பதைக் கவனிக்கவும் . 
8102. துனை அதிபரவளைவு ( Conjugato Hyperbola ) 

g 

படம் 67 . 
என்ற அ . வளை வின் குறுக்கச்சு ( transverse axis ) AA = 2a 
ஆகும் . இது x- அச்சுடன் பொருந்துகிறது . இதன் துணை அச்சு 
BB = 25 ஆகும் . இது y- அச்சுடன் பொருந்துகிறது . 

இனி, BR = 25 என்பதைக் குறுக்கச்சாகவும் , AA 
என்டதை துணையச்சாகவும் உடை ய அதிபாலலை விற்குத் துணை 
அதியவளைவு என்று பெயர் இந்தத் துணை அதிபவளை வில் 

- , 
வதால் அதன் சமன்பாடு 


A ) 


IC) 


A 


p 


2 
Q2 


62 


2a 


12 


- 


1 


62 


a2 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


465 


அல்லது 


. 


( 2 ) 


குறிப்பு : அ . வளைவு மற்றும் அதன் துணை அ . வளைவிற்கும் 
ஒரே மையம் , என்றும் அதே தொலைத் தொடுகோடுகள் தாம் 
உண்டென்றும் நாம் அறிய வேண்டும் . 


$ 103. அதிபரவளைவின் சிறப்புப் பண்புகள் ( Special propertes 

of hyperbola ) 


103.1 . S. S " என்பவை அ . வளைவின் 

குவியங்கள் 
வளை வின் மேல் உள்ள ஒரு புள்ளி என்றால் SP ~ SP 


- 


- 


2a 


அ. வளைவின் வரைவிலக்கணப்படி [ படம் 65 - ஐப் பார்க்கவும் ! 


SP = e , PM = e . NZ 


--- 


e ( CN 


CZ ) 


- ( -- :) 


== 


- 


ex 


4 


மேலும் SP = e . PM = e . NZ 

= e ( CN + CZ ) 

( + 


= (x - 1 ) 


- 


ex + a 


SP 


SP = ( ex + ) 


- 


( ex 


- 


n ) 


- 


2a 


12 


b2 


8103-2 

= 1 என்ற அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள 
P என்ற புள்ளியிலிருந்து அதன் தொலைத் தொடுகோடுகளுக்கு 
உள்ள செங்குத்துத தூரங்கள் PR , PS என்றால் PR , PS 
மாருத சாண் ஆதம் . 

( B. E. 71 ) 


P- ன் ஆ 

y 


ஆ . தொ . a sec 9 , b tan a ) என்றால் P- யிலிருந்து 
= 0 என்ற தொலைத் தொடுகோட்டின் தூரம் 


+ 


6 


30 


468 


பொறியியற் கணக்கு 


a sec o 


PR 


-- 


b tan o 

b 


1 


1 


M 


+ 


2 


a 


ba 


ab ( seco + tan 6 ) 

Nu2 + b2 


-- 


இதேபோல் PS 


ab ( sec 0 tan g ) 

V a2 + b2 


- 


PR • PS 


a b * ( sec20 tan- 9 ) 

a + 62 


- 


a212 


- 


= மாறிலி . 


2 


a – 5 


* 103.3 . ஓர் அதிபரவளை வின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 

தொடும் தொடுகோ தொலைத் தொடுகோடுகளை L , M என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 


( அ ) LM- ன் நடுப்புள்ளி P ஆகும் . 
( ஆ ) CL . CM = a + b ( c மையம் ) 


( B. Tech . 70 ) 


P ( a secG . b tan o ) என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 


seco 


-படி 


* 


tan 


--- 


1 


S. 


b 


( 1 ) 


தொலைத் தொடுகோடுகள் 


+ 


h 


( 2 ) 


K 


y 


- 


H 


0 


b 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) இவைகளின் தீர்வு காணில் 


( seco + talla ) 


-- 


1 


Seco + tany 


tan 0 ) 


= a ( seco 


மேலும் y == -- b ( secg 


tana) 
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எனவே 1 - ன் ஆ . தொ . ( a ( sec a 


tan O ) , b ( sec . + tan O ) ) 


LM- ன் நடுப் புள்ளியின் ஆ . தொ . 


[ - ( 2 seco ), 2 


( 2 tan a ) 


) ). 


அதாவது ( a seca , b tan a ] 


இவைகள் P- யின் ஆயத் தொலைகளே . 


எனவே LM- ன் நடுப்புள்ளி P ஆகும் . 


மேலும் என்பது ஆதி ( 0 , 0 ) ஆதலால் 


- 


- 


CL2 • CM ? [ a ( sece - tan g ) + h ? { sec g tan 8 ) ^ 

x [ a ( seca + tana ) + b4 ( sec s + tan e ] 

[ a * ( sec ) tan 9) -- b2 ( sec 9 -- tana ) 2 
+ a b ” ( sec 9 - tan 6 ) 2 + ab ( sec 9 - tana) ] 


= a + 2a2b2 + 14 


-- 


( a + b ) 


CL • CM = a + b ? 


103.4 . ஒரு அதிபரவளை வின் இரு தொலைத் தொடுகோடுகளும் 
ஏதேனும் ஒரு தொடுகோடும் உண்டாக்கும் முக்கோண 
தின் பரப்பு மாறாதது . 


P ( a secG . b tan G ) என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 
தொலைத் தொடுகோடுகளை 1 , M என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் . 
810.3 - ல் விளக்கியபடி 

L- ன் ஆ . தொ . [ a ( sec 9 -tan o ) , -b ( see G - tan a ) ] 


M- ன் ஆ . தொ . ( a ( seca + tnn g ) . b ( sec 9 + tana) ] 


அதிபரவளைவின் மையம் c ( 0 , 0 ) 

தொலைத் தொடுகோடுகளும் தொடுகோடும் உண்டாக்கும் 
முக்கோணம் A CLM- ன் பரப்பு , 


1 
2 


- 


[ a ( seco 


- 


tan a ) . b ( seca + tan a ) 


{ -b ( seco - tan o ) . d ( secG + tana ) } ] 


பு 


[ ab (sec 9 -tana) + ab ( sec 9 - tana) ] 


ab . = மாறிலி . 


488 


பொறியியற் கணக்கு 


இடையில் 


8 103 5. இரண்டு தொலைத் தொடுகோடுகளுக்கு 
உள்ள கோணம் 2 sec - 1 [ e ) [ e என்பது மையவகற்சி ) 

( B.Tech . 63 ) 

h b 
தொலைத் தொடுகோடுகளின் சரிவுகள் 

ஆகும் . 


--- 


அவைகளுக்கு இடையே உள்ள கோணம் 2 ற என்றால் 
h 

( படம் 65 - ஐப் பார்க்கவும் . ) 


tan 


a 


3 


. 


+ 52 


ஆனால் secp 


1 + tanp 


-- 


1 + 


-- 


a2 


2 


1 


e2 


sec 


அதாவது p 


= sec - 1 ( e ) 


2 ற 


2 sec - 1 ( e ) 


12 


8103.6 . 


* 


12 


-- 


1 என்ற அதிபரவளை வின் மையவகற்சி 
2 
அதிபரவளை வின் 

மையவகற்சி el என்றால் 


e , துணை 
1 

1 
+ 
e2 | 

1 


+ 


2 


கொடுத்த அதிபரவளைவின் துணை அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


13 


1 


b2 


42 


எனவே மேற்படி துணை அதிபரவளைவின் மைய வகற்சி 

+ a 
ei 


" 


b . 


1 


b2 
a + 62 


( 1 ) 


ஆனால் கொடுத்த அதிபரவளைவின் மைய வகற்சி 

a2 + 2 


e 


பா 


a 


1 


2 


a + 62 


- 
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( 1 ) ஐயும் ( 2 ) ஐயும் கூட்டினால் 


1 


1 


1 


2 


2 


e1 


x2 


2 


8103.7 . 


1 


-- 


0 என்ற அதிபரவளைவின் 


2 


- 2 


| 


துணை அதிபரவளைவு S = 

+ 1 = 0 CP , CD என்ற 

52 
இரு துணை அரை விட்டங்கள் S = 0 - வை P- யிலும் , S = 0 வை 
D யிலும் வெட்டினால் 

CP2 CD = a2 

( என்பது 
மையம் ) . 


- 


P- ன் ஆ . தொ . ( a sec a , b tan G ) என்றால் CP- ன் சரிவு 


0 


h 


* 


I 


ப 


b tan G 
a seco 


sino 


0 


a . 


CD- ன் சரிவு 


b3 


1 


m 





- 


aa 


b 
La Sin.a 


n 


.. 


CD- ன் சமன்பாடு y 


b x 
a sing 





இது S 


- வை D- ல் 

D- ல் வெட்டு கிறது . ஆகையால் 
0- வுடன் தீர்வு காணில் 


தை 


- 


5 x2 
bana sin9 


1 


Q2 


அதாவது 


a27 


( 1 - 5 ) 


1 
sin20 


1 


அதாவது 


( - cot 9 ) 


- 


2 


a tano 


} 


b 
a sinia 


a tan 0 


. 


b seco 


HIM 


எனவே D- யின் ஆ . தொ : ( a tan.g b seca ) 


படபட 
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பொறியியற் கணக்கு 


CPP - 


CD2 


( aseca + b tana) - ( atan a + b seca) 
( a ) -- b ) sec 9 - ( a - b2 ) tan : 9 

b2 ) ( sec26 - tania ) 


- 


( Qa 


= 


Q2 


b2 


8103.8 . PCP , DCD என்ற துணை விட்டங்கள் 


x2 


S 


- 


- 


0 - வை P , P என்ற புள்ளிகளிலும் , துணை 


b2 


-2 


அதிபரவளைவு S = 

+1 = - வை 
a2 b2 

D , D என்ற 
புள்ளிகளும் வெட்டுகின்றன . இந்த நான்கு புள்ளிகளில் தொடும் 
தொடுகோடுகள் மாறாத பரப்புடைய ஒரு இணைகரத்தை உண் 
டாக்குகின்றன 


. 


PP என்ற புள்ளிகளும் , D , D என்ற புள்ளிகளும் ஆதியாகிய 
C- க்குச் சமச்சீராக உள்ளன . 


எனவே P , P - களில் சரிவுகள் சமம் . 


இதேபோல் D , D - களில் சரிவுகள் சமம் . 


ஆகையால் P , P , D , D என்ற புள்ளிகளில் தொடும் தொடு 
கோடுகள் ஒரு இணைகரத்தை ( EFGH ) உண்டாக்கும் . 

[ படம் 67 - ஐப் பார்க்கவும் ) 


இணைகரம் EFGH = 4 x இணைகரம் CPHD 


ணை காரம் EFGH- ன் பரப்பு 


= 4 x CP X CL 


( 1 ) 


இங்கே CL என்பது D- யில் தொடும் தொடு கோட்டிற்கு 
C- யிலிருந்து வரையப்பட்ட செங்குத்துத் தூரம் . 


- 


S 0 - வின் மேல் உள்ள P- யின் ஆ . தொ . ( a sec g , b tan g ) 
என்றால் பி 

0 - வின் மேல் உள்ள D- யின் ஆ . தொ , ( a tan.g , 
b Seco) [ 8103.7 ] . 


- 


S = 


? 


என்ற 


துணை 


z2 " + 1 = 0 


a2 


அதிபர 


வளைவை D- யில் தொடும் தொடுகோடு 


X 


tan 0 


0 


sec G + 1 = 0 


( 2 ) 


b 
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c ( 0 , 0 ) -விலிருந்து ( 2 ) - க்கு உள்ள செங்குத் தூரம் , 


1 


tab 


CL 


- 


taneo 


K / 


dec20 
--- 


a seca 9 + b2 tano 


1 . 


Q2 


மேலும் , 


CP == V a ? sec 9 + 2 tang 


CP . CL இவைகளின் மதிப்புகளை 
இணைகரம் EFGH- ன் பரப்பு 4 x ab 


( 1 ) -ல் பிரதியிட்டால் 


- 


ப ப 


மாறிலி 


x2 


103.9 . S 


12 


- 
- 


1 


- 


- 


0 என்ற அதிபர வளைவின் 
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PQ என்ற நாண் தொலைத் தொடுகோடுகளை R. பி என்ற புள்ளி 
களில் வெட்டினால் PR = Qs . 

. 


M ( AI , y ) 


படம் 68 . 


என்பது 


M ( x + y ) 

PQ என்ற நாணின் நடுப்புள்ளி 
என்போம் , PR = QS என்று நிறுவுவதற்சப் பதிலாக RS - 60 
நடுப் புள்ளியும் M தான் என்று காண்பித்தல் போதுமானது . 


* 


பொறியியற் கணக்கு 


PQ-வின் சமன்பாடு S ; 


- 


Sii 


RX 1 


yy1 


X1 


v . ? 


அதாவது 


a3 


Q2 


b2 


தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 


Y 
b 


0 


... 


( 2 ) 


a 


+ 


y 
b 


- 


- . 


.. 


( 3 ) 





( 1 ) , ( 2 ) இவைகளின் தீர்வு காணில் 


XX1 


42 


* = ( 3 - , ) 
* ( * - ; ) - * - 

= ( * + ) 
y = b ( 3 + * ) 
( * ( * + " ). 5 ( * + )] 


+ 


எனவே R- ன் ஆ . தொ . 


இதேபோல் பின் ஆ . தொ . 


( - * - * ) . -- ( 1 - 1 ) 

] 


எனவே RS- ன் நடுப்புள்ளி M ( x ,, y , ) என்றால் 


2 


* ( * + * ) + ( a - * ) ) - * 
- * [ [ * + " ) - ( - ))- ) 


} 2 


M ( xx , y , ) = M ( x1 , y1 ) 


எனவே PR 
PR = Qs . 

. 


+ 
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குறிப்பு : மேலே விளக்கியுள்ள சிறப்புப் பண்புகளைப் பொது 
வாக எந்த அதிபரவளைவுக்கும் பொருந்துமாறு நிறுவியுள்ளோம் . 
எனவே இவைகள் செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு பொருந்தும் என்று 
நாம் தனியாகக் கூறவேண்டிய அவசியமில்லை . 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

( 2 , 0 ) என்ற புள்ளியைக் குவியமாகவும் x - y = 0 என்ற 
கோடு அதற்கேற்ற இயக்குவரையாகவும் மையவகற்சி 2 - ம் 
உள்ள ஒரு அதிபரவளைவின் சமன்பாடு காண்க . 


P ( x ) , y1 ) என்பது அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள ஏதேனு 
மொரு புள்ளி என்போம் . 


P- யிலிருந்து x - y = 

y = 0 - வுக்கு உள்ள செங்குத்துத் தூரம் 


11 


PM 


- 


- 


XI 
18 + 12 


- y ) 
2 


S ( 2 , 0 )-விலிருந்து P- ன் தூரம் 
SP 

(x - 2 )2 + ( y: - 0 ) 2 
வரைவிலக்கணப்படி SP2 22 . PM2 . 
( x -- 2 ) 2 + y ) 22 

x1 – y1 

2 


- 


- 


- 


அதாவது , 

x2 - 4x + 4 + y 2 = 2 ( x 1 2 2x ] y + ye ) 

P ( x - y ) - ன் நியமப்பாதை அதாவது அதிபர வளைவின் 
சமன்பாடு x + y + 4xy + 4x - 4 = 0 . 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 

கீழ்க்காணும் அதிபரவளைவின் மையம் , குவியங்கள் , மைய 
- வகற்சி காண்க . 


3x2 


- 


y 


36x + 4y + 101 = 0 


கொடுத்த சமன்பாட்டை மாற்றி எழுதினால் 

3 ( x 1 2x ) -- ( ye - 4y ) = - 101 
3 ( x 12x + 36 ) - ( y - 4y + 4 ) 

108 
3 ( x - 6 ) - ( y - 2 ) = 3 


101 


- 


- 


I ! 
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பொறியியற் கணக்கு 


அதாவது , 


( x - 62 


( y - 2 ) 
( 3 ) 


1 


( 1 ) 


* 


1 


2 


ஆதியை ( 6 , 2 ) -க்கு மாற்றுக . ( X , Y ) என்பவை நடப்பு 
ஆ . தொ . என்றால் 

6 + X ; 2 + Y 


X 


பட்ட 


- 


சமன்பாடு ( 1 ) பின் வரும் வடிவம் பெறும் . 


X2 


Y2 
( 3 ) 


1 


12 


இங்கே a = 1 , b = 13 

Va2 + 3 
மையவகற்சி e 


i 


- 


a 


1 


1 


( 2 ) -ன் மையம் X 


0 , Y 


d 


- 


( 1 ) -ன் மையம் x = 6. y = 2 


+ 


( 2 ) -ன் குவியங்கள் X 


tae , 


- 


Y 


O 


-- 
- 


அதாவது X = = 2 ,, Y 


( 1 )-ன் குவியங்கள் x = 6 + 2. y = 0 


அதாவது 3 


8. ) 


4 , y 


- 


2 


-- 


எனவே கொடுத்த அதிபரவளைவின் மையம் ( 6 , 2 ) , குவியங்கள் 
( 8 , 2 ) மற்றும் ( 4,2) , மையவகற்சி 2 


மாதிரிக் கணக்கு 3 . 


2 


-2 


Q2 


S = 

1 0 என்ற அதிபரவளைவின் நாண் 

52 
கள் மையத்தில் செங்கோணங்களில் எதிர்கொள்கின்றன வென்றால் 
அந்த நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
x2 

1 . 
62 

a 


+ 


என நிறுவுக . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


M ( xy , y : ) நடுப்புள்ளியாக உடைய நாண் AB- ன் சமன் பாடு 
Si = Sy 


Jy ] 


1 


11 


-- 


அதாவது 


( 1 ) 


aa 


aa 


மையம் என்பது ஆதியாகும் . எனவே ( A , CB என்ற 
கோடுகளின் கூட்டுச் சமன்பாடு 

S == 0 - வை ( 1 ) -ன் 
உதவியுடன் சமபடித்தான தாக்கவேண்டும் . 


காண , 


அப்படிச் செய்த பின்பு CA , CB- களின் கூட்டுச் சமன்பாடு 


y / 1 


2 


2 


2 


a 


62 


2 
Q2 


0 


2 


2 


12 


( - ) 
) ( * 

- ( - ) = 


-- 


அதாவது 


aa 


be 


( 2 ) 


CAI CB என்றால் சமன்பாடு ( 2 ) -ல் x குணகம் + y ” - ன் 

0 


+ 


குணகம் 


அதாவது 





{ + ( - ) - } 

+ { 3 ( ** - ) - 2: } = 
( * ) (-- + ) = * + 


அதாவது 


M ( x , y ) - ன் நியமப்பாதை 


ya 


( * ) ( + - + ) - * + 


-- 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 4 . 

xx 
SS 

1 0 என்ற அதிபரவளைவின் வரைச் 
ae 
செங்கோடு x- , y- அச்சுகளை M , N என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு 
கிறது . 

MP , NP என்பவை அச்சுகளுக்குச் செங்குத்தாக P- யில் 
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வெட்டுகின்றன . 
என நிறுவுக . 


P- யின் நியமப்பாதை ax - bey2 = ( a + b ) 

( B. E. 72 ) 


ty 


7 


- 


A 


C 


A 


படம் 69 . 


Q ( a sec g , b tan e ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 
MQN- ன் சமன் பாடு 

by 
+ 

a . +2 
Sece 

tano 


- 


-- 


தை அச்சுடன் ( y O ) தீர்வு காணில் 

a2 + 

seco 


2 


A 


a + 6 . 


அதாவது M- ன் ஆ . தொ . 


Seco.0 


( 4 
( 0 , 


.o ) 
6 ) 


2 


இதேபோல் N- ன் ஆ . தொ . 


a + 

6 


tan 0 


MP என்பது x அச்சுக்கும் , NP என்பது y அச்சுக்கும் -- ஆக 
ருப்பதால் P ( x ) , y ) என்றால் , 
a + 12 

o : +2 
sec - 0 , yyı 

tan 0 
5 . 


" + " 


- 


ax ) 


byi 


seco 


- 


r 


D 


a + 52 


1 


- 


வனும் 
ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 

tan 

a . + 
Q- வை விலக்க வர்க்கமெடுத்து கழிக்கவும் . 

a x2 

be y 
( a + b ) ( a + b 2 - 
P- ன் நியமப் பாதை 
a x2 - be y " = ( a + b ) 2 

பயிற்சி 8 . 
1. கீழ் வருவனவற்றைப் பயன்படுத்தி அதிபரவளைவின் 
சமன்பாடு காண்க . 

( a ) குவியம் ( 1 , 2 ) , மைய வகற்சி 3 , இயக்கு வரை 
2x + y = 1 . 

( b ) குவியம் ( 4 , - 1 ) , மைய வகற்சி 3 , இயக்கு வரை 
2x - y + 5 0 . 
( c ) மையம் ( 6 , 2 ) , 

குவியம் ( 4,2 ) , 
வகற்சி 2 . 

பின் வரும் அதிபரவளைவுகளின் மையம் , குவியங்கள் , 
மையவகற்சி காண்க . 
( a ) 9x2 

4y + 18x + 16y - 43 
( b ) 9x2 

25y 

12x 20y 225 0 
( c ) 3x2 

4y + 6x + 24 ) 135 = 0 
x2 
3 . 

1 என்ற அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள 
aa 6 
தொடுகோடுகளை Q , Q , என்ற 

புள்ளிகளில் 

வெட்டுகிறது . 
QP • QP b ? என்று நிறுவுக . 

( B. Tech . 66 . ) 


மைய 


- 


2 


--- 


- 


-கா 
- 


- 


+ 


- 


- 


* 2 


4 . 

1 
a2 b2 | 

என்ற அதிபரவளைவின் இரு தொடு 
கோடுகள் செங்குத்தாக ? என்ற புள்ளியில் வெட்டுகின்றன . 
P- யின் நியமப்பாதை எது ? 

( B. E. 62 ) 
a = " h என்றால் மேற்படி நியமப்பாதை யாது ? 


- 


-- 
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2 


5 . x2 + y 

என்ற வட்டத்தின் மேல் உள்ள புள்ளி 
களிலிருந்து x + ! = u * என்ற செவ்வக 

அதிபரவளைவுக்கு 
வரையப்படும் தொடு நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
( x2 - y ) 2 a ( x2 + y ) என நிறுவுக . 


* 


2 


r2 


1 


2 


a2 


- 


C. S = 

= 0 , S = 

+ 1 = 0 

b2 
என்பவை இரண்டு துணை அதிபரவளைவுகள் . S 

0 - வின்மேல் 
உள்ள ஒரு புள்ளியின் , S = 0 - வைக் குறித்து இசைக்கோடு , 
S = 0 - வைத் தொடும் என்று நிறுவுக . 


12 


aa 


7. ( d , B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 

1 என்ற 

2 
அதிபரவளைவிற்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் சரிவு tang . 
coto 760 ( 0.02 B2 a . + - என்று நிறுவுக . 


12 


2 


8 . 

1 என்ற 

அதிபரவளைவைக் குறித்து 
P என்ற புள்ளியின் இசைக்கோடு x2 + y * a12 - b2 என்ற 
குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டத்தைத் தொடுகிறது என்றால் P- யின் 

1 
நியமப்பாதை + 

என்று நிறுவுக . 
a 


- 


2 


a4 


62 


-- 


x2 
a2 


9 . 

1 என்ற அதிபரவளைவின் நாண் , மையத் 
-- 
தில் ஒரு செங்கோணத்தில் எதிர்கொள்கிறது . அந்த நாணின் 
சைப் புள்ளியின் நிமயப்பாதை காண்க 


2 


- 


10 . 

a என்ற செவ்வக அதிபரவளைவின் வரைச் 
செங்கோட்டு நாண்களின் சைப் புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
{ y2 -- x ) 4d xy என்று காண்பிக்கவும் . 


x2 + ) 


2 


a 


12 


என்ற விட்டத்தின் மேல் உள்ள 


என்ற 


புள்ளிகளிலிருந்து 

அதிபரவளைவிற்கு 

b2 
வரைவப்பட்ட தொடு நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
x + " 

என்று நிறுவுக . 


2 


( - ) 


இ 


x 


12. x2 - y = x " என்ற செவ்வக அதிபரவளைவைக் . M- ஐ 
நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட + = 1 என்ற நீள் வட்டத் 

ue 
தின் நாண் தொட்டால் , M- ன் நியமப்பாதை என்ன ? 


b2 


* 


2 


62 


2a 


- 


- 


2 


2 


2 


- 


2 


12 


என்ற 


2a 


2 


2 


2 
q2 


b2 


முறையே Q , R 
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x2 

y 
13 . 

= 1 என்ற அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள 
aa 
Q என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு x- , y- அச்சுகளை A , B 
என்ற கோடுகள் மேற்படி அச்சுகளுக்கு + ஆக வரையப்பட்டு 

be 
P- யில் வெட்டுகின்றன . P- ன் நியமப்பாதை 

1 என 
நிறுவுக . 
( 14 ) In + my + n = 0 என்ற கோடு 

1 
அதிபரவளைவுக்கு வரைச் செங்கோடு ஆவதற்கான 
( a + b ) * 

b 
நிபந்தனை 

என நிறுவுக . 

m1 
15 . 

= 1 என்ற அதிபரவளைவின் வரைச் செங் 
கோடும் மையத்திலிருந்து அதற்கு வரையப்பட்ட குத்துக் கோடும் 
சந்திக்கும் புள்ளியின் நியமப்பாதை 

b2 a . + 

x2 + y " 
என்று நிறுவுக . 

16 . ஒரு அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடு ஒன்றின் 
மேல் உள்ள ஒரு புள்ளியின் இசைக் கோடு அந்தத் தொலைத் 
தொடு கோட்டிற்கு இணையாக இருக்கும் என்று காண்பிக்கவும் . 
17. CP என்பது 

1 என்ற அதிபரவளைவின் 
அரை விட்டம் . அதன் துணை அரை விட்டமாகிய ( D , 

( D , துணை 
அதிபரவளை வை D- யில் வெட்டுகிறது . 

( அ ) A CPD-யின் பரப்பு ஒரு மாறிலி 

( ஆ ) PD என்ற கோடு தொலைத் தொடுகோடு ஒன்றுக்கு 
இணையாக இருக்கும் என்று காண்பிக்கவும் . 

x2 
18 . 

= 1 என்ற அதிபரவளை வின் மேல் உள்ள 
aa b2 
P என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடும் வரைச் செங்கோடும் 
QR- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் அதிபரவளை வின் குவியங்கள் 
வழியாகச் செல்லும் என நிறுவுக . 

( B. Tcelh " 72 ) 


2 


2 


* 2 


be 


2 


** 


- 


2 ) 


- 


3 ) . 3 


- 


( M 


9 


- 


Q2 


ஆகும் . இது பற்றியே , தொலைத் தொடுகோடுகள் செக்குத்தாக 
தொடுகோடுகள் x அச்சிலிருக சவ்வக அதிபர வளை வின் தொலைத் 
480 

பொறியியற் கணக்கு 
விடைகள் 
( a ) 7x2 2y : + 12xy - 2x + 14y -- 22 = 0 
( b ) 31x2 

36xy + 4y + 130x 100y + 14 = c 

(y 
( c ) ( 6 ) -- 

1 

13 
2. ( a ) ( --1 , 2 ) , ( - 1 + V 13 , 2 ) , 

2 
2 

2 
( b ) 

+ 34 , 
3 5 3 

5 

5 
119 
( c ) ( -1,3 ) , 

1 , 3 
2 

1 
4. 32 + y 

b ? ; x2 + y = 0 என்னும் புள்ளி 
( வட்டம் ) ( point circle ) 

1 1 

1 
9 . + 

12 . 
a b2 be 

- k 
$ 104 . செவ்வக அதிபரவளைவு ( Rectangular Hyperbola ) 

1 என்ற அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டில் a = b 
என்றால் , 

x - y = u 
என்ற குறிப்பிட்ட அதிபரவளைவு கிடைக்கும் . 
அ . வளைவு ( 1 )-ல் தொலைத் தொடுகோடுகள் 

y 
எனவே அவைகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் ஒரு செங் கோணம் 
உள்ள அதிபரவளைவிற்குச் செவ் MA அதிபரவளைவு என்று பெயர் . 

Vai 
மேலும் மைய வகற்சி e --- 

12 
சமன்பாடு ( 1 ) குறிக்கும் 

45 கோணங்களில் 

-- 
ள்ளன . இந்தத் தொலைத் தொடு கோடுகளையே x , y அச்சு 
களாகக் கொண்டால் செவ்வக அதிபரவளை வின் சமன்பாடு ( 1 ஐ 


x2 


2 


42 


a2 


( 
1 
) 


கடி 


- 


உ 


- 


. 
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விட இன்னும் எளிய வடிவத்தில் கிடைக்கும் . அதுமட்டுமல்லாமல் 
சில பண்புகளை அதிக சிரமம் இல்லாமல் அடைந்திட ஏதுவாகும் . 

எழுதுவதற்கு எளிதாக இருக்கும் பொருட்டு இனி “ செவ்வக 
அதிபர வளைவு என்பதைச் சுருக்கமாக செ . அ . வளைவு என்று 
குறிப்பிடுவோம் . 
5105. தொலைத் நெடுகோடுகளை 

அச்சுகளாகக் 
கொண்ட செவ்வக அநியா வளைவின் சமன்பாடு 

y 

P ( , ) 

படம் 70 . 
பின்பு CA = a 


45" 


C- யை ஆதியாகவும் , ( x என்ற ஒரு தொலைத் தொடு 
கோட்டை x அச்சாகவும் , இதற்குச் செங்குத்தாக உள்ள Cy 
என்னும் மற்றொருத் தொலைத் தொடுகோட்டை - அச்சாகவும் 
எடுத்துக் கொள்வோம் . 

இதனால் x C A = 45 ° 
பொ . க . -31 


பொறியியற் கணக்கு 
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எனவே A- யின் ஆ . தொ . ( a cos 45 ° ; a sin 45 ° ) 


அதாவது , 


(** ) 


P (x , y ) என்பது அதாவது செ . அ . வளைவின் மேல் ஏதேனும் 
ஒரு புள்ளி என் போம் . P- யிலிருந்து x - , y- அச்சுகளுக்கு 
( அதாவது தொலைத் தொடுகோடுகளுக்கு ) 1 ஆக PM , PN 


வரைக . 


பின்பு PN = x , MP 

x , MP = y . 


ஆனால் அதிபர வளைவின் சிறப்புப் பண்பின்படி 

( 8103 • 2 ) PM • PN = மாறிலி , 


அதாவது , xy = k 


4 (**) 


என்ற புள்ளி ( 1 ) ஐச் சமனடையச் செய்ய 


வேண்டும் . 


*** 


- 


k 


k 


* 


- 


an 
2 


எனவே செ . அ . உளைவின் சமன்பாடு xy = 


= - ஆனால் , 


a 
2 


응 


c ” என்று பொதுவாக எழுதுவது வழக்கம் . 


செ . அ . வளை வின் சமன்பாடு xy = 


c . 


- 


8160. S = 2xy 2c2 = 0 என்றால் 
1. ( x1 y1 ) என்ற புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடு 

S1 = 0 அதாவது xy1 + xiy - 26 = 0 


2 . 


( x1 y1 ) - ஐ நடுப்புள்ளியாக உடைய நாண் 
S = S11 அதாவது xy1 + xy = 2x11 


3. ( x1 , y1 ) - லிருந்து வரையப்பட்ட இரு தொடுகோடுகளின் 
கூட்டுச் சமன்பாடு S = = S11 
அதாவது ( x) 1 + x ] y - 2.2) = ( 2xy - 202 ) ( 23131 2c ) 
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இவைகளை நிறுவுவதற்கு முன்பு கையாண்ட 
பயன்படுத்துக . 


முறைகளைப் 


107 . 


துணையலகுக் கூறுகள் ( Parametric co - ordinates ) 


- க்கு எந்த மதிப்பு ஆனாலும் ( ct ) X 


( E ) 


என்பது 


சமனடைகிறது . 


( 


ct ,, 


1 ) என்பது ) 


- 


என்ற செ . அ . வளைவின் 


துணையலகுக் கூறுகளாகும் . 


- 


ct , y 


- 


* என்பது அதன் துணையலகுச் சமன்பாடாகும் . 


ct , என்பதற்குப் பதிலாக சுருக்கமாக என்று இனி 
குறிக்கப்படும் . 


8108. xy = c என்ற செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள P (ty ) , 

Q ( 12 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் நாண் . 


P (aty i ) . 2 (c . ; ) 


என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 


நாணின் சமன்பாடு 


clti 


- 


cit , 
x -.c / t1 


c | ta 
clla 


- 


( t , - 11 )/ttg 

11 -19 


-- 


1 


y - c |t1 
அதாவது 


- 


- 


CT 1 


( Po - வின் சரிவு ) 


cta 


= -x + ct1 


அதாவது x + ytity = c ( ti + 1 , ) 


109. P (t ) என்ற புள்ளியில் அமையும் தொடுகோடு 

x = ct , y = c / t 


dy 


c/t 


1 


dy | di 
dx |dt| 


dx 


을 


தொடுகோட்டின் 


சரிவு 


- 
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தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 


1 


y - cit 


- 


- 


2 . 


ct ) 


அதாவது x + yt ? 


2ct 


நாணின் 


குறிப்பு : $ 108 - ல் உள்ள 

சமன்பாட்டில் 
ti = 1 , = t என்று பிரதியிட்டாலும் மேற்கண்ட தொடுகோட் 
டின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


110. P ( t ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


1 


தொடுகோட்டின் சரிவு 


+ 


- 


வரைச் செங்கோட்டின் சரிவு 


- 


12 


எனவே வரைச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

y- ct = 12 ( x - ct) 


அதாவது x 


7 = ( - + ) 


111. செவ்வக அதிபரவளை வின் சிறப்புப் பண்புகள் 


111.1 . P (t ), Q (t ,) , R ( tg ) என்ற மூன்று புள்ளிகள் 
xy = c " என்ற செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ளன . 
களால் உண்டாகும் முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையமும் 
அந்த செ . அ . வளைவின் மேல் அமையும் . 


அவை 


1 
QR- ன் சரிவு 

t , 18 
: QR- ன் செங்குத்துக்கோட்டின் சரிவு 


- 
- 


எனவே P ( cti , c |ty ) வழியாக சென்று QR- க்கு - ஆக 
உள்ள குத்துயரத்தின் ( altitude ) சமன்பாடு 

y- c / t ) 1 , ( x - c ) 
அதாவது yty - c = 111218 ( x - cti ) 

இதேபோல் Q { ct ,. ct, ) வழியாகச் சென்று PR- க்கு - 
ஆக உள்ள குத்துயரத்தின் சமன் பாடு 
yte - c = tt, 13 ( x - cte ) 

( 2 ) 


( 
1 
) 


- 


* 
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( 1 ) , ( 2 ) இவைகளின் தீர்வு காணில் , 
y ( t1 - 1 ) 

ct , tets ( ty -- ty ) 


-யா 


cit, 18 


3 


( 


- 


- 


2 


- 
[ - . -64144 ) 


செங்குத்து மையம் 0 


அதாவது 0 [ CT , C / T ] 


1 


இங்கே T = -- 


ty to ta 


என்பதைச் 


O ( CT , C / T ) என்ற புள்ளி xy = c ? 
டையச் செய்கிறது . 


எனவே PQR என்ற முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையமும் 
செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ளது என்று தெளிவாகிறது . 


8111.2 கொடுத்த ஒரு புள் எயிலிருந்து xy = * ன்ற செவ்வக 
அதிபர வளைவுக்கு நான்கு வரச் சங்காடுகள் 

யலும் . அவைகளின் நான்கு அடிகள் ( feet of the nernals ) 
P. O.K , 3 என்ருல அவைகளில் ஏதேனும் மூன்று புள்ளி 
களால் ஆன முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையம் நான் 
காவது புள்ளி ஆதம் . 


கொடுத்த புள்ளி ( o , B ) என்போம் . 


( ct , c/t ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு 


--- ( - + ) 


இது ( J , B ) என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால் , 
B 

1 


- 


( - + ) 


T 


அதாவது , c14 


are + Bt - 4 : == 0 


இது நான்கு டிச் சமன்பாடு என்பதால் இதற்குப் பொதுவாக 
நான்கு மூலங்கள் உண்டு . எனவே ( B ) என்ற கொடுத்த 
ஒரு புள்ளியிலிருந்து நான்கு வரைச் செங்கோடுகள் வரையலாம் . 
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( 1 ) -ன் மூலங்கள் ti , te , ts , t4 என்போம் . பின்பு P , Q , R , S 
ஆகியவற்றின் ஆ . தொ . ( c . , c / t , ) , r = 1 , 2 , 3 , 4 ஆகும் . 


A PQ R- ன் செங்குத்து மையத்தின் ஆயத் தொலைகள் . 


[ 


tt . 13 


c : , ! :) ( $ 111-1 ) 


ஆனால் ( 1 )-லிருந்து ( சமன்பாட்டுக் கொள்கையைப் பயன் 
படுத்தினால் ) t1 , 19 , 1s t 1 . 


* 


- 


4 


1 


அதாவது , 


--- 


இதைப் பயன் படுத்தினால் செங்குத்து மையம் 0 - வின் 
ஆ . தொ 

ஆனால் இவைகள் S- ன் ஆ . தொ . ஆகும் . 


( 


( t4 , 


எனவே APQR- ன் செங்குத்து மையம் S ஆகும் . 


மாதிரிக் கணக்கு 1 . 

xy = c என்ற செவ்வக அதிபரவளைவின் மேல் உள்ள ஒரு 
புள்ளியில் தொடும் தொடுகோடும் வரைச் செங்கோடும் ஒரு 
தொலைத் தொடுகோட்டை மையத்திலிருந்து முறையே , B 
தூரங்களிலும் , மற்றொரு தொலைத் தொடுகோட்டை முறையே 
Y , 8 தூரங்களிலும் வெட்டினால் 3 + Y = 0 என்று நிறுவுக . 


செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள ஒரு புள்ளி P ( t ) என்போம் . 


P- யில் தொடும் தொடுகோடு 


- 


2ct 


ஓயில் வரைச் செங்கோடு 


# ---- ( - + 


( 2 ) 


( 1 )-ஐ y = 0 என்ற தொலைத் தொடுகோட்டுடன் தீர்வு காணில் , 


- 


2ct 


c = 2ct 


( 2 ) -ஐ y = 0 என்ற தொலைத் தொடுகோட்டுடன் தீர்வு காணில் , 


x = c ( - + ) 


B = c (1 - 1 ) 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


487 


( 1 ) -ஐ x = 0 என்ற தொலைத் தொடுகோட்டுடன் தீர்வு காணில் , 
20 

20 
Y 


- 


t 


( 2 ) -ஐ x = 0 என்ற தொலைத் தொடுகோட்டுடன் தீர்வு காணில் . 


. 


y = -4 ( - + ) = 

( 1- + ) - 24r ( - + ) 


ds + Y 


- 


2c212 


0 


- 


மாதிரிக் கணக்கு 2 . 
( 2 என்ற 

செவ்வக அதிபரவளைவின் நாண்களின் 
நீளங்கள் 2d என்றால் அவைகளின் நடுப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதை 
( xy - c ) ( x + y ) = d xy என்று நிறுவுக . 

P ( t ) , Q { t , ) என்பவைகளை நாணின் முனைப்புள்ளிகளா 
கவும் M ( x , y ) என்பதை அதன் நடுப்புள்ளியாகவும் கொள் 
வோம் : 


பின்பு , 


* 1 


- 


y1 


- 
- 


11 +1 
2 


... 


... 


( 
2 
) 


4d 


* ( 1 + ta ) 

( 1 ) 
( 
111 , / 

( 1 ) 
எடு கோள்படி PQ 
அதாவது c (t - 1 ,) + c - 

** ( + - ) - 4d " 
அதாவது c " ( 14 - 1) ( 1 + ) 
அதாவது c * [ ( ty + 1 , ) * - 4ty ti ] 
( 1 

( 3 ) 


- 
- 


1 


- 


* . 


இப்போது ( 1 )-லிருந்து t + l , 


2x 


( 2 )-லிருந்து 11 12 


* 


. 


4x 


[ 1 


] [ 1 + 1 ) 


ஒரு செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 
களில் தொடும் தொடு பளை வின் மேல் உள்ள P , Q என்ற புள்ளி 
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வைகளை ( 3 )-ல் பயன்படுத்தினால் 

4d2 
1 

X1 
அதாவது , 4x1 { x } y1 - c ) ( x 2 + y ) = 4d x 2 y ! 
அதாவது , ( x y1 - c ) ( x1 " + yir ) = d2 x } y ! 
எனவே M ( x , y ) - ன் நியமப்பாதை 
( xp - c ) ( x + y ) = d xy , 

பயிற்சி 9 . 
1. Ix + my + n == 0 என்ற கோடு xy = c ” என்ற செ . அ . 
வளைவின் தொடுகோடு ஆவதற்கான நிபந்தனை யாது ? 

2 . 
தொடும் தொடுகோடு தொலைத் தொடு கோட்டை Q , R என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . என்பது மையம் என்றால் AC Q R- ன் 
பரப்பு மாறிலி என்றும் , QR- ன் நடுப்புள்ளி P என்றும் காண்பிக் 
கவும் . 
c2 

செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள 
Prot , clt ) என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு செ . அ . வளைவை 
மீண்டும் Q என்ற புள்ளியில் வெட்டினால் ( -ன் ஆ . தொ . யாவை ? 

PQ 
மேலும் ( என்பது மையம் ஆனால் 

ஒரு மாறிலி 
என்றும் நிறுவுக . 

( B. tech 64 ) 
4 . ஒரு செ . அ . , 

கோடுகள் ஒரு தொலைத் தொடு கோட்டை 
L , M என்ற புள்ளிகளிலும் மற்றொரு தொலைத் தொடு கோட்டை 
L , M என்ற புள்ளிகளிலும் வெட்டுகின்றன . PQ என்ற நாண் 
LM , L M இவைகளின் நடுப்புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் 
என்று நிறுவுக . 

( B. Tech 72 ) 


3.xy 


என்ற 


cps என்பது 


5. xy = c " என்ற செ . அ . வளைவின் வரைச் செங்கோட்டு 
நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் நியப்பாதை 

c " ( x " - y " ) + 4x " y " = 0 
என நிறுவுகள் 

( B. E. 64 , B. Tech 64 ) 
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6. xy = c " என்ற செ . அ . வளை வின் மையம் C என்போம் . 
N ( d , B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து செ . அ . வளைவுக்கு வரையப் 
பட்ட வரைச் செங்கோடுகளின் அடிகள் N1 , N ,, Ng , N4 எனில் 
CN1 2 + CN , 2 + CNS + CN- 2 

= CN2 என நிறுவுக . 


7 . ஒரு செ . அ . வளைவுக்கு ( d , B ) என்ற புள்ளியிலிருந்து. 
வரையப்பட்ட வரைச் 

வரைச் செங்கோடுகளின் அடிகள் P , y , n , S 
என்போம் . S வழியாகச் செல்லும் விட்டத்தின் மறுமுனை 
S ஆனது P , Q , R வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் மேல் இருக்கும் 
என்று காண்பிக்கவும் . 


8. ஒரு செ . அ . வளை வின் மேல் உள்ள P என்ற புள்ளியில் 
வரைச் செங்கோடு செ . அ . வளைவை மீண்டும் . - வில் சந்திக் 
கிறது . Fy- வை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் செ . அ . வளைவை 
P- ல் வெட்டட்டும் . PP என்பது அந்த செ . அ . வளைவின் 
விட்டம் என்று காண்பிக்கவும் . 


9 . ஒரு செ . அ . வளைவின் குறுக்கச்சு c அதன் தொலைத் 
தொடுகோடுகள் x- , y- அச்சுகளாகும் ( 2c , 3C ) - யை நடுப் 
புள்ளியாகக் கொண்ட நாணன் சமன்பாடு யாது ? ( B. E. 72 ) 


10. ஒரு செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள P , P என்ற புள்ளி 
களில் இருந்து ஒரு தொலைத் தொடுகோட்டிற்கு - ஆக PM - I , 
மற்றொரு தொலைத் தொடுகோட்டிற்கு - ஆக P M -ம வரையப் 
படுகின் றன . PP என்பது MM - க்கு இணையாகும் என்று நிறுவுக . 

( B. Tech . 65 ) 


11 . 

c2 என்ற செ . அ . வளைவின் ஒரு நாண் A B- யின் 
நடுப்புள்ளி M ; ( மையம் ஆகும் . CM- ன் நடுப்புள்ளி அதாவது 
செ அ . உளை வின் மேல் இருந்தால் , AB என்ற கோடு xy = 4c2 
என்ற செ . அ . வளைவைத் தொடும் என நிறுவுக . ( B. Tech . 67 ) 


12 . ஒரு வட்டம் xy = c " என்ற செ . அ . வளைவை நான்கு 
புள்ளிகளில் வெட்டும் என்று காண்பிக்கவும் . மேலும் அந்தப் 
புள்ளிகளின் கிடைத் து ரங்களின் ( abscissae) பெருக்கல் பலன் 
ஒரு மாறலி என்றும் நிறுவும் . 


13. ஒரு செ . அ . வளை வின் மையம் c . 

ஆரம் -உடைய 
ஒரு வட்டம் அதை P. L , R , S என்ற புள்ளிகளல் வெட்டுகிறது. 
என்ரூல் ( F2 + Cy + CA + Cs = 4r " என நிறுவுக 

பொ . க .--32 
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xy = c " என்ற செ . அ . வளைவின் மேல் உள்ள ( x . y ) 
என்ற புள்ளியில் வரைச் செங்கோடு , தொலைத் தொடுகோடுகள் 
ஆகியவற்றால் உண்டாகும் முக்கோணத்தின் பரப்பு 


1 


[ x , * - y ] " என்று நிறுவுக .. 


விடைகள் 


1. 4cim 


me 


3 . 


( - + -a ) 


9. 33 + 2y = 





கணிதக் குறியீடுகள் 


<a = b 


b = b 


a = b 


1 


- 


a Mb 
a < b 
a { b 

b 


R/\rV+AIATs 


ஆகவே 
ஏனெனில் 
a ஆனது b- க்குச் சமன் 
a ஆனது 5 - க்குச் சர்வசமன் . 
a ஆனது 5 - க்குத் தோராயசமன் 
a ஆனது 5 - க்குப் பெரியது 
a ஆனது 5 - க்குப் பெரியது தன்று 
a ஆனது b- க்குச் சிறியது 
a ஆனது 5 - க்குச் சிறியதன்று 
a ஆனது b- க்குப் பெரியது 

அல்லது சமமானது 
a- ன் வர்க்கமூலம் 
a- ன் n ஆவது வர்க்கமூலம் 
e அடிக்கு a- ன் மடக்கை 


133) 


a abs 


ra 
nvā 
10g e 


- 


< ABC ; ABC 
-AB - CD 
A ABC || A DEF 


- 


AB || CD 


|| 


கோணம் ABC 
AB ஆனது CD- க்குச் செங்குத்து 
ABC என்னும் முக்கோணம் DFF 

என்னும் முக்கோணத்திற்கு 

வடிவொப்பாகும் 
AB ஆனது CD- க்குச் சமாந்தரம் 
முக்கோணம் 
x ஆனது a- ஐ அணுக , f ( x ) - ன் 

எல்லைமதிப்பு 5 - க்குச் 

மாகும் 
x- ஐப் பொருத்து y- ன் வகைக் 
கெழு 


Lt 


= / 


x > af ( x ) = 1 


சம் 


dy 
dx 


fro 


| f(x)da 


a முதல் வரையில் படும் ( x )- ன் 
தொகை 
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Algebra 
Algebraic expression 
Algebraic function 
Algebraic operations 
Alternate 
Altitude 
Amplitude 
Angle 
Angle acute 
Angle adjacent 
Angle alternate 
Angle eccentric 


இயற்கணிதம் 
இயற்கணிதக் கோவை 
இயற்கணிதச் சார்பு 
இயற்கணிதச் செயலிகள் 
ஒன்றுவிட்ட 
குத்துக்கோடு , குத்துயரம் 
வீச்சம் 


கோணம் 


-- 


குறுங்கோணம் 
அடுத்துள்ள கோணம் 
ஒன்றுவிட்ட கோணம் 
துணைவட்டக் கோணம் மைய 

வகற்சிக் கோணம் 
விரிகோணம் 
செங்கோணம் 


Angle obtuse 
Angle right 
Angle vectorial 


Angle at the centre 
Anticlockwise 
Approximate 
ATC 
Argand diagram 
Argument of a function 
Argument ( of a complex num 

ber ) 
Asymptote 
Auxiliary circle 
Axes of coordinates 


( வெக்டார் கோணம் , ஆரைக் 

கோணம் ) 
மையக் கோணம் 
இடஞ்சுழியாக 
தோராயம் 
வில் 
ஆர்கன்ட் வரைப்படம் 
சார்பின் மாறி 
கோண வீச்சம் 


- 


- 


தொலைத் தொடுகோடு 
துணைவட்டம் 
கிடை நிலை அச்சுகள் , 
கள் ( எக்ஸ் , ஒய் அச்சுகள் ) 
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--- 
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Axes of reference 

குறிட் பீட்டச்சுகள் 
Axis 

அச்சு , ஆயம் 
Axis major 

பேரச்சு நெட்டச்சு 
Axis minor 

சிற்றச்சு , குற்றச்சு 
Axis transverse 

குறுக்கச்சு 
Axis of symmetry 

சமச்சீரச்சு 
Binomial theorem 

F ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
Bisect 

இருசமக் கூறிடு 
Bisector 

இருசம வெட்டி 
Bisector external 

வெளியிடு சமவெட்டி 
Bisector internal 

உள்ளிரு சமவெட்டி 
Bisector perpendicular 

செங்குத்து இருசம வெட்டி 

மையக் குத்துக்கோடு 

C 
Calculate 

கணக்கீடு 
Calculation 

கணக் கீடு , கணிப்பு 
Calculus 

நுண் கணிதம் 
Calculus differential 

வகை நுண் கணிதம் 
Calculus integral 

தொகை நுண் கணிதம் 
Cartesion co - ordinates 

கார்டீசியன் ஆயத் தொலைகள் 
Centroid 

திணிவு மையம் , ஈர்ப்பு மையம் 
Centroid ( of a triangle ) 

மையக் கோட்டுச் சந்தி , நடு 

கோட்டு மையம் 
Chord 
Chord common 

பொது நாண் 
Chord focal 

குவிய நாண் 
Chord of contact 

தொடு நாண் 
Circle 

வட்டம் 
Circle auxiliary 

துணை வட்டம் 
Circle circumscribed 

சுற்று வட்டம் 
Circle concentric 

பொது 
மைய வட்டம் 


-- 


நாண் 


கலைச்சொற்கள் 
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- 


Circle director 
Circle inscribed 
Circle orthogonal 


Circle power of a point w.rt. -- 





Circle segment of a 
Circum centre 
Circum circle 
Circumference 
Circumscribe 
Clock - wise 
Coincide 


--- 


- 


Complex number 
Complex plane 
Complex quantity 


குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டம் 
உள் தொடு வட்டம் 
குத்து வட்டம் , செங்குத்து 

வட்டம் 
புள்ளியின் வர்க்கம் , புள்ளியின் 

படி 
வட்டத் துண்டு 
சுற்று மையம் 
சுற்று வட்டம் 
பரிதி , சுற்றளவு , வட்டவரை 
சுற்று வரை 
வலஞ்சுழியாக 
பொருந்து , பொருத்து , ஒன்று 

படு , ஒரே இடத்தில் இணை 
கலப்பெண் , சிக்கலெண் 
சிக்கற்றளம் . கலப்பெண் தளம் 
சிக்கற் கணியம் , கலட்புக் கணி 

யம் 
சிக்கல்மூலம் , கலப்புமூலம் 
சிக்கல் மாறி 
ஒன்றின் 11 - ஆம் கலப்பு எண் 

மூலங்கள் 
கூட்டல் கழித்தல் விகிதசமம் , 

கூட்டுக்கழி 
நிபந்தனை 
கூம்பு வளைவு , இருபடி வரை 
இணையிய , இணை 
ணைச் சிக்கலெண் , 

இணைக் 
கலப்பு எண் 
இணை விட்டங்கள் 
துணையியக் கோடுகள் 
ணை எண்கள் 


- 


கடா 


Complex root 
Complex variable 
Complex nth roots of unity 


Componendo et dividendo 


Condition 
Conic 
Conjugate 
Conjugate complex number 


- 


Conjugate diameters 
Conjugate lines 
Conjugate numbers 
Conjugate roots 
Conjugate system 
Constant 


ணை மூலங்கள் 
இணைத் தொகுதி 
மாறா , 

மாறாத மாறிலி , நிலை 
யெண் 


காணஷ் e 
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Constant of integration 
Contact external 
Contact internal 
Contact point of 
Converse 
Co - ordinate geometry 
Co - ordinates 
Co - cartesion 
Current co - ordinates 


தொகையீட்டு நிலையெண் 
வெளித் தொடுகை 
உட்தொடுகை 
தொடுபுள்ளி 
மறுதலை 
ஆயத் தொலை வடிவ கணிதம் 
ஆயத் தொலைகள் 
கார்டீசியன் ஆயத் தொலைகள் 
நடப்புக்கூறுகள் , நடப்பு ஆயத் 

தொலைகள் 
வளைவு , வளைகோடு , வளை வரை 


Curve 


D 


Definite 
Definite integral 
Definite integration 
Definition 
Degree of an equation 
Derivative 
Derivative of a function 
Diagonal 
Diameter 
Differential calculus 


வரையறுத்த , குறிப்பிட்ட 
வரையறுத்த தொயீைடு 
வரையறுத்து தொகையிடுதல் 
வரைவிலக்கணம் , வரையறை 
சமன்பாட்டுப் படி 
வகைக்கெழு 
ஒரு சார்பின் வகைக்கெழு 
மூலைவிட்டம் 
விட்டம் 
வகை நுண்கணிதம் , வகை 

யீட்டு நுண்கணிதம் 
வகையீட்டுக் குணகம் , வகைக் 

கெழு . வகையீட்டுக் கெழு 
வகையீடு , வகையீடு காண் 
X- ஐக் குறித்து Y- ஐ வகை 


Differential coefficient 


Differentiate 
Differentiate Y with respect 

to X 
Differentiation 
Differentiation logarithmic 
Differentiation successive 


வகையிடல் 


மடக்கை வகையீடு 
அடுத் தடுத்து வகைக்கெழு 
வகையீடு 
நேர்ப்பொதுத் தொடுகோடு 


Direct common tangent 


- 


கலைச்சொற்கள் 
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- 


Director circle 
* Directrix 


குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 
இயக்குரை 


- 


B 


மையவகற்சிக் கோணம் 
தொடக்கத்துக்குரிய 
நீக்கு , விளக்கு 
சமன் , சமம் 


Eccentric angle 
Elementary 
Eliminate 
Equal 
Equation 
Equation homogeneous 
Equation quadratic 
Expression 
Expression homogeneous 
External bisector 
Extremities 


- 


சமன்பாடு 
சமபடித்தான சமன்பாடு 
இருபடிச் சமன்பாடு 
கோவை 
சமபடித்தான கோவை 
வெளியிரு சமவெட்டி 
முனைப்புள்ளிகள் 


- 


| 


--- 


--- 


Factor 
Factorisation 


காரணி 


காரணி 
காரணிப்படுத்தல் , 

காணல் 
முடிவுள்ள 
குவிய நாண் 
குவியதூரம் 
குவியங்கள் 
பின்னம் 


- 


w 


Finite 
Focal chord 
Focaldistance 
Foci 
Fraction 
Fraction partial 
Frame of reference 
Function 
Function even 
Function homogeneous 
Function hyperbolic 
Function inverse 
Function manyvalued 
Function odd function 
Function rational 


பகுதி பின்னம் 
குறியீட்டச்சு 
சார்பு 
இரட்டைச் சார்பு 
சமபடிச் சார்பு 
அதிபரவளைச் சார்பு 
நேர்மாறு சார்பு 
பன்மதிப்புடைச் சார்பு 
ஒற்றைச் சார்பு 
விகிதமுறு சார்பு 
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Function trigonometrical 
Functional relation 


திரிகோண கணிதச் சார்பு 
சார் புடைத் தொடர்பு 


G 


, 


General solution 
Geometric progression 
Gradient 


பொதுத் தீர்வு 
பெருக்குத் தொடர் 
சாய்வு விகிதம் , சரிவு 


--- 


H 


- 


Homogeneous 
Homogeneous function 
Horizontal 
Hyperbola 
Hyperbolic function 
Hypothesis 


சமபடித்தான 
சம்படித்தான் சார்பு 
கிடை 
அதிபரவளைவு 
அதிபரவளைச் சார்பு 
எடுகோள் 


I 


Indentical 
Imaginary 
Imaginary number 
Imaginary part of a complex 


- 


Imaginary points 
Imaginary quantities 
Imaginary root 
Infinite | 
Infinity 
Infinity point at 
Initial line 
Integer 
Integral 
Integral definite 


சர்வசம , முழுவதும் ஒத்த 
கற்பனையான 
கற்பனை எண் 
ஒரு கலப்பு எண்ணின் கற்ப 

னைப் பகுதி 
கற்பனைப் புள்ளிகள் 
கற்பனைக் கணியங்கள் 
கற்பனை மூலம் 
முடிவில்லாத , கந்தழி 
முடிவிலி , எண்ணிலி 
முடிவிலிப்புள்ளி 
தொடக்கக்கோடு , முதல் கோடு 
முழுவெண் 
தொகை 
வரையறுத்த தொகை , வரை 

யுட்படு தொகை 
வரையறாத் தொகை 
தொகை நுண்கணிதம் 


Integral indefinite 
Integral calculus 


கலைச்சொற்கள் 
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Integrand 
Integrate 
Integrating factor 
Integration 


Integration numerical 
Integration term by term 


-- 


தொகைச் சார்பு 
தொகை காண் 
தொகையீட்டுக் காரணி 
தொகையிடல் , தொகை 

காணல் 
எண்வழித் தொகை காணல் 
தொடர் உறுப்புத் தொகை . 
காணல் 
பகுதிப்படுத்தித் தாகை . 

காணல் 
பகுதிப் பின்ன 

முறையில் 
தொகையிடல் , பகுத்துத் 
தொகை காணல் 
பிரதியீட்டுத் தொகை காணல் 
உள்கோணம் 


Integration by parts 


- 


- 


Integration by partial fraction 


Integration by substitution 
Interior angle 
Internal bisector 


Intersect 
Point of intersection 
Interval 
Invariable 
Inverse 
Inverse function 
Irrational 
Irrational roots 
Isosceles 
Isosceles trapezium 
Isosceles triangle 


உள்ளிரு சமவெட்டி 
வெட்டு 
வெட்டும் புள்ளி 
இடைவெளி 
மாற்றமில்லாத , மாறாத 
நேர்மாறான 
நேர்மாறு சார்பு 


விகிதமுறாத 


- 


விகிதமுறாத மூலங்கள் 
இருசமபக்க 
இருசமபக்கச் சரிவகம் 
இருசமபக்க முக்கோணம் 


- 


L 


Limit 
Limit lower 


Limit upper 


எல்லை , வரம்பு 
கீழ் எல்லை 
மேல் எல்லை 
கோடு , வரி , வரை 
நேர்கோடு 
குத்துக்கோடு 


Line 
Line straight 
Line vertical 
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பொறியியற் கணக்கு 


| 


Line of centres 
Focus 
Logarithm 


மையப் பிணைகோடு 
நியமப்பாதை 
மடக்கை 


- 


Minus sign ( --- ) 
Modulus 
Modulus of a complex 


M 

திர்க்குறி , கழித்தல்குறி 
மட்டு 
ரு கலப்பு எண்ணின் மட்டு 


- 


N 


- 


-- 


குறை , எதிர் 
எதிர்க்குறி 
வரைச் செங்கோடு 
குறீயீடு , குறியீட்டுமுறை 
எண் 


Negative 
Negative sign 
Normal to a curve 
Notation 
Number 
Complex 
Even Number 
Fractional 
Number, imaginary 
Irrational 
Odd 


கலப்பு எண் , சிக்கலெண் 
இரட்டை எண் 


பின்ன எண் 


கற்பனை எண் 
விகிதமுறா வெண் 
ஒற்றை எண் 
மெய் எண் 
தொகுதி , தொகுதியெண் 


- 


Real 
Numerator 


செயலி 


வரிசை 


Operator 
Order 
Origin 
Orthocentre 
Orthogonal 
Orthogonal circles 


ஆதி 
செங்குத்து மையம் 
செங்குத்தான 
குத்துவட்டங்கள் 


P 


|i 


சோடி 


Pair 
Para bola 


பரவளைவு 
சமாந்தர , இணை 


Parallel 
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கலைச்சொற்கள் 


- 


Parallelogram 
Parameter 
Parametric equation 
Parametric co - ordinates 


இணைகரம் 
துணையலகு 
துணையலகுச் சமன்பாடுகள் 
துணையலகுக் கூறுகள் 
பகுதி 
பகுதிப் பின்னம் 
சுற்றளவு , பரிதி 
செங்குத்தான , செங்குத்து 


- 


Part 
Partial fraction 


++ 


-- 


தளம் 
புள்ளி 


--- 


Perimeter 
Perpendicular 
Plane 
Point 
Point at infinity 
Pole 
Pole of a line 
Positive 
Positive number 


- 


- 


முடிவிலிப்புள்ளி , கந்தழிப்புள்ளி 
முனைவு , துருவம் , இசைப்புள்ளி 
( கோட்டின் ) புள்ளி 
நேர் , மிகை 
நேரெண் , கூட்டெண் , மிகை . 

யெண் 
மூலம் 
தலையாய அச்சு 
தலையாய , முதல் 
தத்துவம் 
பெருக்கம் , பெருக்கல் பலன் 
விருத்தி , தொடர் 
நிறுவல் 
தன்மை , பண்பு 
விகிதசமமான , விகிதசமன் 


* 


- 


Primitive 
Principal axis 
Pricipal 
Principle 
Product 
Progression 
Proof 
Property 
Proportional 


-- 


--- 


Q 


Quadrant 
Quantity 
Quantity known 
Quantity unknown 


காற்பகுதி 
கணியம் 
தெரிந்த கணியம் 
தெரியாக் கணியம் 


* 


--- 


R 


Radian 
Radical axis 


ஆரையன் 
சமத்தொடு அச்சு 


- 
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பொறியியற் கணக்கு 


Radical centre 





Ratio 


- 


Rational 
Real 
Reciprocal 
Rectangle 
Regular polygon 
Root 
Root cube 
Root extraneous 
Root inginary 
Root racional 


சமத்தொடு அச்சுச் சந்தி 
விகிதம் 
விகிதமுறுகின்ற 
மெய்யான 
தலை கீழான , தலைகீழ் 
செவ்வகம் 
ஒழுங்குப் பல்கோணம் 
மூலம் 
கன மூலம் , முப்படி மூலம் 
புறம்பான மூலம் 
கற்பனை மூலம் 
விகிதமுறு மூலம் 
மெய்மூலம் 
வர்க்கமுலம் 
சுழற்சி 


Root real 


Root square 
Rotation 
Rule 


விதி 


S 


-- 


Series 
Series infinite 
Series summation of 
Sign 
Similar 
Solution 
Standard form 
Substitute 
Substitution 
Subtcnd 


தொடர்ச்சி , தொடர் முறை 
முடிவில்லாத் தொடர் 
தொடர் கட்ட்டல் 
குறி , அடையாளம் 
வடிவொத்த 
தீர்வு 
நியம வடிவம் 
பிரதி , பிரதியிடுதல் 
பிரதியீடு 
எதிர்கொள் 
கீழ்க்குறி 
தொகை , கூட்டுத்தொகை 

கூட்டுப் பலன் 
கூட்டல் 
பகுதி பகுதியாகக் கூட்டல் 
தொடர் கூட்டல் 
சமச்சீர் 


Suffix 


Sum 


Summation 
Summation by parts 
Summation of series 
Symmetry 


